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Introduction

Ce mémoire est constitué de trois parties qui traitent toutes de problémes de dynamique conti-
nue ou discréte en utilisant des outils algébriques et combinatoires. L’outil essentiel pour les
deux premieres est le calcul moulien introduit par Jean Ecalle dans les années 70 et en particulier
la méthode d’arborification. La troisieme partie analyse le role des groupes de symétries pour

les tissus du plan en suivant un travail prépublié de Alain Hénaut (voir [52]).

La partie I étudie 'arborification et ses applications dans les systemes dynamiques et en ana-
lyse numérique. Bien que de provenances différentes, chacun de ces domaines fait apparaitre des séries
formelles non commutatives qu’il est possible de mettre en forme dans le cadre du calcul moulien.
L’intérét de ces séries est que leurs coefficients, appelés moules, sont donnés par des formules per-
mettant de les calculer explicitement. Pour la plupart, ils vérifient méme des équations fonctionnelles.
Ce caractere algorithmique se paie parfois par une difficulté a démontrer la convergence des objets
associés, par exemple 'automorphisme de normalisation dans le cas de la linéarisation analytique
des champs de vecteurs. Ici se mélent ’analyse et la combinatoire. Les difficultés dans 1’étude de la
convergence des séries proviennent du fait que certaines compensations s’effectuent dans les différentes

parties de la série, compensations provenant des symétries des coeflicients.

Jean Ecalle a développé la méthode d’arborification afin de prendre en compte ces symétries. Gros-
sierement, elle consiste a regrouper certains termes de la série. Une formalisation de cette méthode
est donnée par Frédéric Fauvet et Frédéric Menous dans [30] a 1’aide de I’algebre de Hopf des arbres
enracinés de Connes et Kreimer. Bien que le cadre algébrique de I'arborificaton soit précisé, ce travail
ne permet pas d’expliquer les raisons profondes du succes de la méthode d’arborification dans diffé-
rents domaines. Dans les chapitres 3 a 5 de la partie I nous explicitons divers criteres sous lesquels la
méthode d’arborification permet de démontrer la convergence des séries formelles. Ces criteres sont
en quelque sorte une formalisation d’une remarque de Jean Ecalle sur cette méthode (voir [30, p.95-
96]), & savoir que la méthode d’arborification fonctionne lorsque les coefficients de la série arborifiée
vérifient des estimations de méme nature que les coefficients de la série initiale. Ceci n’a rien d’évident
puisqu’ils sont obtenus par regroupement des anciens coefficients. Cette idée se formalise par la notion
d’invariance sous arborification d’'un moule donné et la maniére dont les différentes symétries et
équations satisfaites par les moules sont préservées sous arborification. Dans le cadre de la linéarisa-
tion des champs de vecteurs analytiques ces résultats fournissent une démonstration compléte du
théoréme de Brujno de linéarisation analytique suivant les étapes esquissées par Jean Ecalle
dans son article [30]. L’ensemble de ce travail a donné lieu a un article avec Dominique Manchon et

Jacky Cresson intitulé "Arborification, invariance and convergence of normalizing series".
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Les équations différentielles ainsi que les méthodes numériques associées sont une source impor-
tante de séries formelles. En effet, a toute solution ¢; d’une équation (déterministe ou non) est attaché
l'automorphisme de substitution ¢ sur une certaine algebre .77, a savoir pour tout g € 2,
¢7(g) = g o ¢. Ces objets s’écrivent naturellement comme séries formelles sur une algebre de Hopf
qu’il est possible d’expliciter. Cette écriture repose sur une forme itérée de la formulation intégrale de
I’équation différentielle. Ici aussi, I'analyse des séries ainsi construites fait intervenir I'arborification.
Par exemple, le développement de Taylor intégral de ¢;, bien que contenu dans la série, n’est
pas explicite et seule la méthode d’arborification donne accés aux coefficients de ce dévelop-
pement. Ce point est d’'une importance capitale car il précise le cadre algébrique dans lequel on écrit
le flot d’une équation mais aussi les éléments universels qui entrent en compte dans sa description.
Il est par ailleurs fondamental dans I’étude des méthodes numériques, en particulier les méthodes de
Runge-Kutta [11]. En effet, une méthode numérique a un pas h > 0, définie par un difféomorphisme
Yy, est d’ordre k si son développement de Taylor en h coincide avec celui de ¢, jusqu’a l'ordre k.
Comme nous ’avons vu, il suffit pour cela de comparer les deux séries dont 1'une est naturellement
codée par l'algebre des arbres enracinés de Connes-Kreimer par le procédé d’arborification. Il est donc
naturel de chercher une représentation dans ce formalisme de . Ce faisant, nous sommes conduits a
la formalisation obtenue par Butcher [11] dans les années 60 dans son étude des propriétés algébriques
des méthodes de Runge-Kutta. Néanmoins, 'approche est ici toute différente puisque le formalisme
algébrique n’est pas seulement lié aux méthodes numériques de Runge-Kutta mais provient du besoin
d’analyse des séries formelles construites par représentation intégrale via la méthode d’arborification.
En ce sens, les différents résultats obtenus sur les méthodes de Runge-Kutta, la normalisation des
champs de vecteurs, ou plus récemment sur les équations différentielles stochastiques, peuvent tous
s’envisager comme des études de convergence de séries associées aux automorphismes de substitution
sur certaines algebres de Hopf via la méthode d’arborification de Jean Ecalle. Ces éléments sont dis-

cutés dans le chapitre 7.

La partie II continue I’exploration de I'utilisation du calcul moulien pour aborder des questions de
dynamique. Cette partie est centrée sur une conjecture due a Jarque et Villadelprat (voir [55])
et qui peut se formuler de la maniere suivante : Soit X un champ de vecteurs polynomial Hamiltonien

réel de la forme :

X(:U7y) = _8yH(x73/)ar + (%H(x,y)ay, (:U7y) € RQ

ou H(z,y) est un polynome réel en les variables x et y. Le degré maximal des polynoémes 0, H et 9,H

est le degré du champ de vecteurs Hamiltonien.

Conjecture 1. Tout centre d’un systeme polynomial Hamiltonien planaire de degré pair est non

isochrone, c’est a dire qu’il n’est pas analytiquement linéarisable.

Cette conjecture est ouverte sauf dans le cas quadratique et quartique. On renvoie au Chapitre 9
pour plus de détails. Essentiellement, ce probleme a été abordé de deux facons différentes. La premiere

consiste a vérifier la condition de linéarisation explicitement en fonction des coefficients du champ X.
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Cette méthode est a priori pénible et difficilement manipulable pour des degrés élevés. La seconde est
d’utiliser des techniques géométriques. La encore, la complexité des polynémes mis en jeu, ne permet
pas d’espérer une approche générale du probléme.
Dans ce mémoire, nous démontrons la version faible de la conjecture de Jarque-Villadelprat,

a savoir que si toutes les composantes de la perturbation polynomiale H sont paires alors le champ est
non isochrone. Nous démontrons par ailleurs la validité de la conjecture pour une large classe de
perturbation et ceci en degré quelconque. L’outil essentiel est la correction introduite par Jean
Ecalle et Bruno Vallet dans [33, 31] et initiée par Giovanni Gallavotti dans [10]. Le calcul moulien
montre ici sa pleine puissance en décomposant ce qui dans le probleme de linéarisation est universel
et ce qui dépend explicitement des valeurs des coefficients de la perturbation. En particulier, on ob-
tient une description explicite de la variété algébrique isochrone, c’est a dire de I’ensemble des
coefficients de polynémes donnant lieu & un champ isochrone. L’étude détaillée de ces variétés fait
apparaitre le role clef de certaines algebres de Lie et permet de mettre en forme une notion de com-

plexité géométrique des conditions de centre isochrone.

L’ensemble de ces résultats a fait I’objet d’une publication "Lie algebras and geometric complexity
of an isochronous center", Proceedings Monografias Matématicas "Garcia De Galdenao", p.75-83, 2018
(avec Jacky Cresson) et d’un preprint soumis "Isochronous centers of polynomial Hamiltonian systems
and a conjecture of Jarque and Villadelprat', Arxiv 1605.07775, 32.p, 2017.

La partie III concerne la classification des équations différentielles de degré n du premier
ordre en étudiant le tissu du plan associé. Un d-tissu est caractérisé par la donnée de d feuilletages
holomorphes de codimension 1 en position générale. Parmi ces tissus, on distingue les tissus dits pa-
rallélisables et linéarisables. Pour les premiers, il existe un biholomorphisme tel que toutes les
feuilles soient des droites paralleles et pour les seconds, les feuilles sont des droites non nécessairement
paralleles. La caractérisation des tissus linéarisables a une longue histoire et nous renvoyons le lecteur
au livre de L. Pirio et J. V. Pereira [72] ainsi que le séminaire Bourbaki de Arnaud Beauville [2]. Dans
un preprint récent [52], Alain Henaut propose de lire la linéarisation ou parallélisation des
tissus dans le groupe de symétries qui leur est associé. Ses résultats n’utilisent pas le formalisme
des groupes de symétries des équations différentielles exposé par exemple dans le livre classique de
Peter Olver [68]. Comme dans la Partie II, certaines algebres de Lie vont jouer un role essentiel. Cer-
tains résultats obtenus par Alain Henaut sont précisés et détaillés dans le cadre classique de
I’action des groupes de symétries sur les équations différentielles tel que formalisé dans le livre d’Ol-
ver. En particulier, nous discutons les relations existantes entre symétries, polynémes de Darboux,

modules de dérivations et arrangements de droites.

Chaque partie contient en conclusion une liste de perspectives ouvertes par nos travaux.
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Chapitre 1
Introduction

La linéarisation analytique d’un champ de vecteurs satisfaisant les conditions diophantiennes de
Brjuno peut étre démontrée de différentes manieres. Dans cette partie, on discute de la preuve don-
née par J. Ecalle en utilisant le formalisme moulien et ce qu’il appelle méthode d’arborification. Le
calcul moulien permet de construire des applications linéarisantes qui sont des séries formelles non-

commutatives de la forme :

> M°®B,, (1.1)

ou les quantités M*® et B, représentent respectivement un scalaire et un opérateur différentiel indexés

sur un alphabet A. Ces quantités peuvent étre calculées algorithmiquement.

Démontrer la convergence de ces séries et leurs inverses n’est pas directement possible en général.

En effet, les estimations classiques donnent pour un mot n € A* :
| Ba < £(n)\C*™, (1.2)

ou {(n) (resp. w(n)) est la longueur (resp. le poids) du mot n et || — || est la norme d’opérateur
construite sur une norme appropriée sur 'espace des fonctions analytiques (voir par exemple [23,
Section 2.2]). Dans la plupart des exemples, les moules satisfont une estimation polynomiale de la
forme :

| M™ < QU™ (1.3)

qui implique le méme type d’estimation polynomiale pour le moule inverse. Ce point est important

notamment pour les équations de conjugaison.

En utilisant ces estimations on obtient directement que les séries associées (directe et son inverse)
satisfont :
> MP™By|| < (QC)Y, (1.4)
n; {(n)=r,w(n)=N
ce qui ne permet pas de conclure a la convergence des séries. Le point principal est que 'estimation
précédente est plus ou moins optimale, signifiant que 'on doit travailler directement sur I’expression

de la série pour obtenir des résultats.
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Toutefois, sous un regroupement de termes approprié appelé arborification, la convergence peut
étre démontrée. L’origine de cette méthode est précisément liée avec 'analyse de la convergence de
série. On renvoie a [21, p.387-393] pour un exposé détaillé. Dans cette partie nous utilisons la présen-

tation algébrique de 'arborification proposée par F. Fauvet et F. Menous dans [36].

Brievement, les bons regroupements peuvent étre encodés en utilisant I’ensemble des foréts décorées
Fa sur 'alphabet initial A, amenant & des séries formelles non commutatives sur Fa satisfaisant par

construction :

> M*By= Y M:B;. (1.5)
ecA* LISV

Ici M2 est appelé arborification du moule M*® et le comoule By est dit co-arborification du comoule

B,. Les deux peuvent étre calculés explicitement & partir de la donnée des M*® et B,.

Sous cette réécriture on obtient par construction les estimations suivantes sur les comoules arbo-
rifiés :
¢
| BS ||< c'OQy®, (1.6)

ou £(t) est la taille, longueur des foréts, i.e. le nombre de ses sommets. Cette nouvelle estimation est
intéressante car le factoriel de la longueur disparait. Toutefois par construction on pourrait s’attendre
a un "accroissement concomitant” sur le moule. C’est la partie intéressante (voir le commentaire de J.
Ecalle dans [30, p.95-96]) car lorsque la technique d’arborification marche, on peut démontrer que le

moule arborifié satisfait aussi une estimation polynomiale, i.e.
| ML < Q5. (L7)

En conséquence, notre principal objectif est de comprendre sous quelles conditions un moule satisfai-

sant une estimation polynomiale satisfera encore le méme type d’estimation aprés arborification.

Dans la plupart des exemples, la raison pour laquelle I'arborification marche est trés simple et
tient du fait que les moules conservent la méme forme sous l'effet de I’arborfication (ce que J. Ecalle
appelle stabilité sous arborification dans [31, p.1434]). Ce point est d’ailleurs mis en évidence par J.

Ecalle dans son article [30].

Dans cette partie nous donnerons plusieurs criteres pour qu’'un moule soit invariant par arborifi-
cation. L’un de ces criteres suppose que la forme explicite du moule soit connue. Un second utilise le
fait que le moule satisfait une équation fonctionnelle qui est invariante par arborification. Ces criteres
couvrent tous les résultats connus dans la littérature. En particulier on retrouve le fait que 'arborifi-
cation peut étre utilisée pour démontrer le Théoreme de linéarisation de Brjuno pour les champs de

vecteurs ou difféomorphismes aussi bien que pour ’analycité de la correction d’un champ de vecteurs.

Le plan de cette partie est le suivant :
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Dans le chapitre 2 nous rappelons quelques éléments de base du calcul moulien.

Ensuite dans le chapitre 3, nous donnons une introduction a la méthode d’Arborification-Coarborification,
mixant la présentation classique donnée par Jean Ecalle et celle donnée par F. Fauvet et F. Menous

dans [36] utilisant I’algebre de Hopf de Connes-Kreimer.

Dans le chapitre 4, nous étudions les moules qui sont invariants dans un certain sens par arborifi-

cation.

Le chapitre 5 nous permet de nous concentrer sur les moules satisfaisant des équations fonction-
nelles ce qui implique directement leur invariance par arborification. Le moule de linéarisation est un

exemple de ce type.

Dans le chapitre 6, nous rassemblons ces résultats dans le but d’expliquer comment ’arborification
marche dans le cas de la linéarisation analytique de champs de vecteurs satisfaisant une équation de

Brjuno.

Enfin un dernier chapitre sera consacré a montrer comment ’arborification peut étre utilisée en
application pour retrouver les résultats classiques de J.C. Butcher en analyse numérique sur les sché-

mas de Runge-Kutta.

Nous prenons le parti de donner des preuves constructives dans la plupart des théorémes, propo-
sitions et lemmes, méme si elles pourraient étre simplifiées en utilisant des résultats abstraits sur les
algebres de Hopf. La raison est que les moules sont congus pour fournir un outil algorithmique efficace

dans les calculs. Nous donnerons de nombreux exemples pour illustrer nos résultats.
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Chapitre 2
Rappels de calcul moulien

Dans ce chapitre, nous donnons plusieurs rappels sur le calcul moulien suivant la présentation de
J. Ecalle qui I’a introduit dans les années 70. On fera ainsi le lien entre les formalismes classiques des
séries formelles et les fameux moules qui sont des fonctions a un nombre variable de variables.
Pour un exposé détaillé, on renvoie aux nombreux articles de J. Ecalle, principalement [29, 30]. On

pourra aussi consulter les articles de J. Cresson [21] ou encore de F. Fauvet et F. Menous [30].

2.1 Moules et notations

Dans I’ensemble de ce manuscrit, ’ensemble A = {ny,ng,....} désigne un alphabet fini ou infini.
On note A* ’ensemble des mots construits sur I'alphabet A. Un mot est une suite totalement ordon-

née de lettres noté ny - no---n, ou nyns - - - n, ou - est 'opération de concaténation de lettres.

La longueur ¢ d’'un mot n = nj - - - n, est le nombre de ses lettres , ainsi {(n) = ¢(ny---n,) =7r.
La longueur désigne donc un entier naturel. Par convention, I’'unique mot de longueur nulle est le mot
vide souvent noté ().

L’ensemble des mots de longueur r est noté Aj.

L’ensemble A est souvent muni d’une structure de semi-groupe additif, ¢’est-a-dire muni d’une loi
de composition interne associative, notée traditionnellement + dans les travaux de J. Ecalle. Cette
structure est nécessaire pour additionner des lettres et en particulier définir la composition de moules

que nous verrons dans les sections suivantes.

Définition 1. Soit A un alphabet additif, alors on définit l'application || . ||: A* — A qui a un mot

n =mny---n, associe la lettre ny +no + -+ + n, qui est la somme des lettres.

Remarque 1. L’application || . || n’est pas une norme, cependant ici nous conserverons la notation
de J. Ecalle (voir [20]).

On peut maintenant définir les moules :

Définition 2. Soient K un anneau commutatif et A un alphabet. Un moule M*® sur A est une
application de A* dans K. La notation classique de J. Ecalle pour I’évaluation d’un moule M*® en un

mot n est M™.

13
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L’ensemble des moules sur A & valeurs dans K est noté .Zx(A).

2.2 Moules et séries formelles

Un moule peut étre vu et interprété de maniere plus naturelle comme coefficient de série formelle
non commutative.
On note K(A) 'anneau des combinaisons linéaires finies a coefficients dans K d’éléments de A*, autre-
ment dit des polyndémes non commutatifs sur A* et K, (A) 'anneau des polynoémes non commutatifs
homogenes de degré r.
L’ensemble K(A) est une K—algébre non commutative munie d’une graduation naturelle par la lon-

gueur des mots :
K(A) = PK,(A).
r=0

La complétion K((A)) de K(A) est l'algeébre des séries formelles non commutatives & coefficients dans

K. Dans une telle algebre, un élément s’écrit :

Z M"n, ou M* € K,
ncA*

ou encore

Z Z M"n.

reNneA*

A linverse pour un moule donné M*® sur I'alphabet A a valeurs dans K, on définit sa série géné-

ratrice ¢ps qui est un élément de K((A)) par :

Z M"™n.

ncA*

S’il n’y a pas d’ambiguité sur I’alphabet, on pourra utiliser les notations abrégées de J. Ecalle, a savoir :

ZM'O.

On a alors 'identification :

Proposition 1. L’application de #x(A) dans K((A)) qui a un moule associe sa série génératrice

est bijective.

2.3 Opérations et structure sur les moules

L’identification entre moules et séries formelles permet un transfert des opérations connues sur les
séries vers les moules. On introduit ainsi trois opérations de base sur les moules : somme, multiplication

et composition.

14



2.4 Symétries de moules et aspects algébriques

Définition 3. La somme de deux moules M® et N® est le moule M® + N® donné par :
(M®* 4+ N*)" =M™+ N", ounec A"

Cette opération correspond a la somme classique de séries formelles et a pour élément neutre le
moule O°® qui vaut 0 pour tout mot n € A*. L’opération de multiplication de séries formelles elle

donne une multiplication naturelle sur les moules :

Définition 4. Le produit de deux moules M® et N*® est un moule noté (M x N)*® défini par :

(Mx NP = 3 M™NY,

nln2=n

qui est la somme sur toutes les décompositions en deuxr sous-mots de n.

Cette opération est évidemment non commutative et a pour élément neutre le moule 1°* défini par :
1" =1sin =0 et 0 sinon.

Il existe des formules explicites de moules inverses pour le produit de moules. Nous y reviendrons en
détails dans les chapitres suivants notamment le chapitre 6.
Si lalphabet A est muni d’une structure de semi-groupe additif alors on peut définir la composition

de moules qui correspond a ’opération de substitution de séries formelles.

Définition 5. Soient M*® et N* deux moules sur #a(K). On définit alors le moule composé M o N*®

par :

1) (MonN)? =M,

{(n)
2) (M oN)* = Z Z Aglntll[In®] prn' ...Nnk,
k=1 ni..nkZin
oun'---nF = n correspond & la somme sur toutes les partitions en k mots du mot n telles que n’ # 0.

Pour cette composée de moules, on dispose d’un élément neutre, le moule I* défini par I™ =1 si
n € A et 0 sinon.

On a ainsi :

Proposition 2. L’ensemble #a(K) muni de la multiplication par un scalaire et des opérations +, X

et o est une algébre a composition, c’est a dire :

VM®, N* U® ona(MxN)oU®*=(MoU)x (NolU)®.

2.4 Symétries de moules et aspects algébriques

Pour cette section, nous donnons quelques rappels sur les algebres de Lie libres. On renvoie a [73]

pour un exposé détaillé sur le sujet.
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Chapitre 2 : Rappels de calcul moulien

Soit A un ensemble, on note Zk(A) 'algebre de Lie libre engendrée par A. Ses éléments sont des
crochets de Lie formels [., .].

On a linclusion %k (A) C K((A) ou cette derniere algebre des séries formelles est en fait 1’algebre
universelle de %k (A).

De plus, on note ¥k (A) le groupe de Lie associé a Zx(A).

On définit Papplication A : K((A)) — K((A)) ® K((A)) qui est un morphisme d’algeébre défini par
A(l)=1®1let Aln)=n®1+1®n pour n € A qui donne une structure de bigebre graduée.

Définition 6. Soient P,Q) € K((A)). Alors P est dit primitif si A(P) =P®1+1® P, et Q est dit
group-like si A(Q) = Q ® Q.

On peut alors caractériser les éléments de 1'algebre de Lie libre et ceux du groupe :
Proposition 3. Soient P,Q € K((A)). On a :

P est primitif si et seulement P € Zx(A),
Q est group-like si et seulement QQ € G (A).

Nous rappelons l'opération de shuffle ou battage entre deux mots qui permet de lier moules et

séries group-like et primitives.

Définition 7. L’application de shuffle ou battage LU : A* x A* — A* est défini par récurrence sur A*

pour tout mot n,m € A* telle que :

nud=0wn=n,
nn Wmm = mm Wnn = n(n Wmm) + m(nn Wm),
ou n et m sont de lettres de A*.
Donnons un exemple :

Exemple 1. Soient les mots n = ning et m = ng ou n est le mot composé des deux lettres nqi et no

et m est le mot composé d’une seule lettre ng. Alors on a :
nllm=ningsng + ningng + nzninsg.

Le battage est donc la somme de tous les mots possibles en mélangeant les lettres de chaque mot
mais en respectant leur ordre interne.

Le battage permet d’introduire les deux principales symétries sur les moules :
Définition 8. Un moule M*® est dit :

alternal si M™™ =0 Vn,m € A* — {(},
symétral st M™™ = MPN™ Vn,m € A*.

On obtient finalement :

16



2.5 Rappel sur le théoréme de projection

Proposition 4. Un moule M*® est alternal si et seulement sa série génératrice est un élément primitif
de K((A)).

Un moule M*® est symétral si et seulement si sa série génératrice est un élément group-like de K{(A)).

Ainsi un moule M* alternal vérifie M? = 0 et un moule symétral M? = 1.

On a le Lemme suivant :

Lemme 1. L’ensemble des moules M*® tels que MY # 0 forment un groupe M« (A) pour les multipli-

cations de moules.
En particulier pour les moules symétraux on a :

Théoréme 1. L’ensemble des moules symétraux muni de la multiplication est un sous-groupe non
distingué de M« (A).

En particulier le produit de moules symétraux est un moule symétral et I'inverse d’un moule

symétral I'est aussi.

2.5 Rappel sur le théoréme de projection

Dans ce courte section on rappelle différents résultats sur les algebres de Lie notamment un Lemme
permettant de lier 'écriture d’un élément primitif de I’algebre universelle U 4k (X)) et son écriture sous
forme de série de Lie appelé théoréme de projection' par J. Ecalle (on renvoie a [76, p.28] ou [21,

p-315] pour plus de détails).

Considérons un ensemble fini X = {X,..., Xny}. Alors & partir de X on peut construire 1’algébre
Assx qui est "'ensemble des polyndmes associatifs mais non commutatifs".
On construit dans un premier temps 'ensemble Q* des suites n = (ny, ..., n,) avec n; € {1,..., N} pour
1 <4 <r. A toute suite n = (nq,...,n,) on associe un mot X, de Assx de la forme X,, = X, --- X, ..

Alors un élément m de Assx s’écrit :

m= Y M"X,
neQ*
ou les coefficients M™ sont des complexes presque tous nuls. Les résultats classiques sur les algebres
de Lie (voir [76, p.20]) montre I'isomorphisme entre Assx et I’algébre universelle U. %% (X) de %k (X)
introduite précédemment.
On introduit M l'idéal de Assx engendré par l’ensemble X, défini comme 1’idéal de tous les
polynoémes (non commutatifs) sans termes constants. Il est donc engendré par I’ensemble des monomes

autres que 1.
On définit lapplication ¢ : M — Zx(X) par :

G (X X = [ [ Xy Xo)s Xg] -+ > X ], X,

r _

sur tous les monomes et étendue par linéarité a tout M.

1. Il semble que ce théoréme corresponde au Lemme dit de Dynkin-Specht-Wever, voir [61].
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Sachant que l'on a les inclusions 2k (X) C Assx et Zk(X) C M, on peut restreindre ¢ & Zk(X),

on obtient le théoreme (voir [76, p.28]) :

Théoréme 2 (Théoréme de projection). L’application ¢ est une rétraction de M sur Zx(X), autre-

ment dit :

V] e (x) = Td g (x)-

Dans les applications, ce théoréme nous permettra de réécrire les éléments primitifs (donc les
champs de vecteurs), en particulier dans le cas de la correction et des formes prénormales de la partie
2.

2.6 Champs de vecteurs et écriture moulienne

On considére un champ de vecteurs X sur C% défini par :

ou X;(z) est une série formelle en la multivariable x = (z1, ..., z4) et Oy, est la dérivée partielle en la
variable x;.

Pour obtenir une écriture moulienne d’'un champ de vecteurs nous devons lui associer un alphabet,
c’est ce que nous allons faire en I’écrivant sous forme préparée . Cette forme consiste a regrouper les
termes qui ont le méme degré en terme d’opérateurs différentiels. Nous allons préciser cette écriture

et nous y reviendrons en détails au chapitre 6 ainsi qu’au chapitre 10.

Définition 9. Un opérateur différentiel est un polynome en les dérivées partielles 0., dont les coeffi-
cients sont des séries formelles en les variables x1,...,xq. L’ordre d’un tel opérateur différentiel est le
degré du polynome en les variables Oy, ..., O0x,

Un opératewr différentiel B, est dit homogéne de degré n si pour tout monome x™ = " --- ', avec

n e Ce et m e Z%, il existe un nombre compleze By, m tel que By (z™) = 5n7mx”+m.

Le degré d’un opérateur différentiel homogene amene alors & une graduation naturelle que nous

conserverons pour 'utilisation des moules.

On peut donc expliciter la forme préparée d’un champ de vecteurs (voir [31]) :

Définition 10. Un champ de vecteurs formel X de C% est dit sous forme préparée si on peut lécrire :

X = Xlin + Z Bn
neA(X)

ot Xy est la partie linéaire du champ de vecteurs X que l'on supposera sous forme diagonale et

A(X) C Z% est I'ensemble des degrés des opérateurs différentiels homogénes By, .
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2.7 Formes prénormales d’un champ de vecteurs

Exemple 2. On considére le champ de vecteurs X = Xy, + Xo + X3 ot

Xo = (Pl,on + po1Ty +p_172y2) O + <Q—1,2l‘2 + g1 02y + QO,1y7“) Oy,

X3 = (pQ,ol’B + p1,1332y + po,2$Cy2 +p—1,3y3) Op + (%,—1333 + QQ,OEU2?J + Q1,1$y2 + QO,2y3> Oy.

On obtient les deux alphabets suivants :

On a aussi les éléments de l’ensemble B(X3) :

B(3,71) = Q3,—13€3ay7

Boo) = 2° (p2,070x + q2,090y) ,
B,y = 2y (xp1,170z + q1,199y)
Bo,2) = y? (p0,270z + qo.2y0,y) ,
B(—1,3) = p—1,3y33x-

Dans le langage du calcul moulien, un opérateur différentiel homogene B, est un comoule (voir

[30])-

L’opération de concaténation sur les mots peut se transférer sur les opérateurs différentiels homo-

genes grace a la composition usuelle d’opérateurs différentiels.
On note A(X)* I'ensemble des mots construits sur ’alphabet A(X).

Alors pour un mot n =n; ---n, € A(X)*, on note B, = By, o---0 B, dont l'ordre est donné par

le nombre de lettres et le degré est par || n |.

Dans la suite, nous omettrons le symbole de composition o pour les opérateurs différentiels s’il n’y

a pas de confusions possibles.

Si un champ de vecteurs X est sous forme préparée X = Xj, + > Bp, on peut aussi 1’écrire
neA(X)
X =Xiun+ > I"By ou de maniére condensée X = Xy, + > 1°B,e avec I* le moule neutre pour
neA(X)* .
la composition de moules.

2.7 Formes prénormales d’un champ de vecteurs

Suivant [34], [21] nous allons rappeler la définition de forme prénormale et prénormale conti-

nue d’un champ de vecteurs.
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Chapitre 2 : Rappels de calcul moulien

Définition 11. Soit X un champ de vecteurs dont la partie semi-simple Xy;,, est diagonale. Alors une

forme prénormale de X est un champ de vecteurs Xyran tel que :

Xpran = Xiin + X, avec [XlianT] =0,

ou X, est un champ de vecteurs constitué uniquement de mondmes résonants.
On utilisera dans le chapitre 12 la définition suivante d’une forme prénormale continue suivante :

Définition 12. Soit X un champ de vecteurs local de C* dont la partie linéaire Xy, est diagonale,
dont lalphabet est A(X). Une forme prénormale continue de X est un champ Xprqn défini par :

Xpran = Xiin + Z Pranan,
neA(X)*

ot le moule Pran® est alternal et vérifie :
Pran™ =0 si w(n) # 0.

Remarque 2. Le mot continue peut se comprendre de la maniére suivante : si les coefficients in-
tervenant dans les comoules B,, sont considérés comme des variables alors la partie X, d’une forme

prénormale d’un champ X peut étre vue comme une fonction continue de ces variables.
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Chapitre 3

Arborification et coarborification

L’objectif de ce chapitre est de définir ’arborification-coarborification (erborification-coerbori-
fication) introduite par J. Ecalle dans ses travaux sur la linéarisation analytique des champs de vecteurs
analytiques (voir par exemple [30]).

Dans un premier temps, nous rappelons les résultats classiques sur l'algebre de Connes-Kreimer
des arbres enracinés décorés. On définit ensuite le morphisme d’arborification qui a un arbre enraciné
décoré associe une somme de mots dont les lettres sont les décorations de I'arbre. On fera aussi le
lien entre les notations usuelles sur les algébres de Hopf utilisées par la communauté combinatoire
et les notations introduites par J. Ecalle. Le début de cette partie suit la présentation algébrique de
larborification donnée dans [30].

On montre ensuite comment 'arborification agit sur un moule donnant ainsi naissance a la no-
tion de moules arborifiés. On illustrera 'effet de I’arborification sur quelques moules classiques. On
démontrera ensuite que le morphisme d’arborification commute avec les multiplications des moules
classiques et arborescents. Ce résultat sera essentiel dans la suite pour démontrer I'invariance d’équa-
tions fonctionnelles sur les moules.

Enfin on conclura ce chapitre sur les liens existants entre les symétries sur les moules (symétral,

alternal) et celles connues sur les moules arborescents (séparatif, antiséparatif).

3.1 Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

Cette section rappelle quelques résultats classiques sur l'algebre de Hopf dite de Connes-Kreimer
des arbres enracinés introduite par A. Connes et D. Kreimer dans le cadre de leurs travaux sur la

renormalisation dans [18].

3.1.1 Définitions

Commencons avec la définition d’arbres enracinés :

Définition 13. Un arbre enraciné t est un graphe orienté non planaire avec un nombre fini de som-

mets parmi lesquels un particulier est appelé la racine sur laquelle aucune aréte n’arrive.

Notation 1. Soit T un arbre enraciné, on note £(t) le nombre de sommets de l'arbre t.
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Chapitre 3 : Arborification et coarborification

Exemple 3. Arbres enracinés de longueur 1 ¢ 5 :

. v

. :
ot b bt LT NTY Yy

Soient A un ensemble muni d’une loi de semi-groupe et ¢ un arbre. On note V(t) 'ensemble des

sommets de ’arbre t.

Définition 14. Un arbre A—décoré est un arbre enraciné t et une application de V(t) dans A.

Autrement dit chaque sommet de Uarbre est représenté par un élément de A.
On peut alors généraliser la notion d’arbre a celle de forét :

Définition 15. Une forét enracinée A—décoré est une collection finie d’arbres enracinés A—décorés
avec des répétitions possibles. On note 1 l'arbre vide sans sommet, Ta désigne l’ensemble des arbres

enracinés A—décorés et Fa l'ensemble des foréts enracinées A-décorées.
Dans la suite nous allons considérer une classe d’arbres et foréts sous la relation d’équivalence :

Définition 16. Deuzx arbres sont équivalents si et seulement si il existe un automorphisme de foréts
décorées qui envoie une forét sur l’autre, c’est-a-dire une application qui respecte le nombre de sommets

et les relations d’ordre sur la forét.

Ainsi nous identifierons les arbres (resp. foréts) qui ont la méme structure mais ’ordre des branches

(resp. arbres) est différent, on illustre ceci sur un exemple :

Exemple 4. La relation d’équivalence précédente permet d’identifier par exemple les deux arbres : ;"

et K} On peut aussi identifier les deux foréts e & et & e.

Si un arbre enraciné ¢ est décoré par le sous-ensemble {n1,...,ns} de A, on définit 'application || . || :
|t]=mni+- -+ ns.

Exemple 5. Considérons l’arbre enraciné décoré t par {ni,na,n3,ng,ns} :

ns3 n4
TL‘Q\Q ns

ni

Alors (t) =5 et || t ||=n1 + na + nz + na + ns.

Soit H = k[Ta] l'algebre libre, commutative et unitaire générée par les arbres enracinés A-décorés.
C’est aussi I’espace vectoriel des foréts enracinées A —décorées, car on identifie le produit d’arbres avec
la forét composée par ces arbres. Cette algebre est une algebre de Hopf graduée et connexe, appelée
Algebre de Hopf des foréts enracinées, munie de la structure suivante. La graduation est donnée par
le nombre ¢ de sommets. Le coproduit sur une forét enracinée u est décrit de la maniere suivante :
I'ensemble V(u) des sommets de la forét u est muni de I'ordre partiel défini par = < y si et seulement si

il existe un chemin partant de la racine jusqu’a y et passant par x. Un sous-ensemble W de ’ensemble
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3.1 Algebre de Hopf de Connes-Kreimer

des sommets V(u) de u définit une sous-forét Uy de u en conservant les arétes de u liant deux éléments
de W. La structure de poset (ensemble partiellement ordonné) est donnée par la restriction de l'ordre
partielle & W et le nombre minimal d’éléments sont les racines de la sous-forét. Le coproduit est alors
défini par :

Alw)= > Upy ® U)o (3.1)
VOIW=V(u)
V<w

Ici la notation V' < W signifie que = 2 y pour les sommets x de V et les sommets y de W. On note
que ) <V et V < (). Un couple (V, W) est aussi appelé coupe admissible, avec un élagage Uy et un

tronc U‘V' Une notation alternative connue pour le coproduit est L

Aw)= > R(u)® P(u). (3.2)

admissible cuts C

On a par exemple :

A= R1+1R s+ e® e
AV)=V21+10 +2i0e+e@ee

La co-unité est définie par (1) = 1 et ¢(u) = 0 pour toute forét non vide u. La co-associativité du

coproduit peut étre vérifiée en utilisant la formule itérée de la restriction du coproduit :

Alu) =Au) —u®1—-10u= Z U|V®u’W,

VIW=V(u)

V<W, VW0
ou la restriction que V' et W soient non vides signifie que V' et W engendrent une partition ordonnée
de V(u) en deux morceaux. En fait, le coproduit restreint itéré s’écrit sur des partitions ordonnées de
V(u) en n morceaux :
An—1 _
A" (u) = Z Uy,

Vi1V =V(u)
Vi< < Vi, Vi 0

et on obtient le coproduit itéré complet A" !(u) en autorisant le morceau vide dans la formule au
dessus. On notera que la relation < sur les sous-ensembles de sommets n’est pas transitive. La notation
Vp < -+ < Vi doit étre comprise comme V; < V; pour tout i < j, avec ¢,j € {1,...,n}. Finalement,

la compatibilité de A avec le coproduit est triviale.

Cette algebre de Hopf apparait pour la premiére fois dans les travaux de A. Diir en 1986 [27], une
apparition comme algebre de Hopf incidence dans [75]. Elle a été redécouverte et intensivement étudiée
par D. Kreimer en 1998 [56], comme ’algebre de Hopf décrivant la partie combinatoire de la procédure

de renormalisation BPHZ ? des diagrammes de Feynman en théorie des champs quantiques (? scalaires.

On termine avec une derniere opération classique sur les foréts qui est la greffe. Cette opération
consiste en la greffe de plusieurs arbres en un nouveau sommet (éventuellement sur un arbre). On

pourra consulter [37] ou encore [36] pour plus de détails sur les propriétés de cette greffe définie par :

1. Nous avons choisi de mettre le tronc du cété gauche du coproduit pour respecter les notations d’Ecalle qui seront
rappelées dans le paragraphe 3.1.2 dessous.
2. apres N. N. Bogoliubov, O. S. Parasiuk, K. Hepp et W. Zimmermann
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Chapitre 3 : Arborification et coarborification

Définition 17. On définit sur l’algébre de Connes-Kreimer ,%%‘?‘K Uopérateur de greffe BF aveca € A

par :
B AL — A
e
T T 0
qui a une forét Ty --- T € Fa associe l'arbre tel que toutes les racines de 11, ..., Ty soient relices a la

nouvelle racine a.

Remarque 3. La greffe est définie en attachant une racine da une nouvelle racine qui se résume da un
unique sommet, cependant on peut naturellement greffer un arbre sur un arbre en n’importe lequel de

ses sommets. Dans ce cas on précisera le point et on notera simplement la greffe BT.

Alors que le coproduit sur les arbres revient a découper un arbre, 'opérateur de greffe revient a
rassembler des arbres/foréts. Ces deux opérations sont reliés par la formule classique suivante (voir

[37]), appelée propriété de 1—cocycle :

Lemme 2. Le coproduit A et la greffe BT sur ffé"K vérifient pour tous éléments F € ffé"K :
AoBH(F)=1d® pH(F)+ (BT ®@Id) o A(F). (3.3)

On trouvera la démonstration dans [37, p. 5.

Ici, nous avons utilisé notations classiques des algebres de Hopf. La section suivante fait le lien

avec les notations de J. Ecalle.

3.1.2 Notations

Dans la suite, nous utiliserons les notations de J. Ecalle, qui permettent d’éviter les représentations
d’arbres et foréts sous forme de graphes. Ces notations sont construites sur le principe qu'un arbre
enraciné A —décoré t n’est rien d’autre qu'une forét A —décorée F' avec une greffe des racines de F' sur
une racine A—décorée commune. La notation F' — N(F) est alors entiérement établie par les régles

suivantes :
, . N . 2 , ’ a
1. Tout arbre réduit & un unique sommet décoré par a € A est noté a, en d’autres mots N'( e ) := a.

2. Si un arbre ¢ est obtenu en greffant une forét F sur une racine A—décorée e , alors
N(t) := aN(F).
3. Si la forét F' est 'union disjointe t1 U - -- LI t,, de n arbres enracinés décorés, alors
N(F):=N(t1) @ & N(ty).
On a par exemple :

N( ne ) :n1<(n2(n3®n4))€9n5).
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3.2 Arborification

La forét vide 1 est notée par le vide (le mot vide) ou () si nécessaire. Nous omettrons le symbole N

dans la suite et utiliserons indifféremment les deux représentations pour une forét décorée.

3.2 Arborification

Soit V' une algébre commutative (non nécessaire unitaire) sur un corps K de caractéristique zéro.
On munit V' d’un produit commutatif associatif noté (a, b) — [ab]. Ce produit n’est pas nécessairement

unitaire.

A partir de V, on définit 1'algebre de Hopf quasi-shuffie® (ou stuffle ou encore de battage contrac-
tant) s = (T(V),st,A) et lalgebre de Hopf shuffle (ou de battage) s4% = (T(V),sh,A) ou
(T(V),A) est la cogebre tensorielle :

T(V)= & v
>0

Le coproduit de déconcaténation est défini par :

k
A(vy - o) :Zvl"‘vr®vr+1"'vk-
r=0

ou v; € V. Le produit stuffle st est donné par :

min(p,q)

J— [ (e
SE(VL -+ Up, Upg1* * Uptq) = Z Z U1 Uptg—r
r20  oe€ Qsh(p.gr)

avecv; € V, je{l,...,p+q} et Qsh(p,q;r) est 'ensemble des applications surjectives :

o:{l,....p+qt > {1l,....p+q—r}

avec v; € V,je{l,...,p+q} et vg est le produit interne des lettres dans I'ensemble o ({j}) qui
contient un ou deux éléments. Pour définir le produit shuffle, on pose r = 0 dans la formule précédente
du stuffle, ce qui revient a poser que le produit interne [— —] = 0. Les deux notations sh(ni,ng) et

n; LW ny seront utilisées dans la suite.

Définition 18 (Arborification-Erborification). Les applications suivantes définissent ’arborification
de l'algebre de Hopf de Connes-Kreimer dans l’algébre de Hopf shuffle et I’erborification si l’'image est
lalgebre de Hopf stuffle :

Ty A - AP et w AL - AP

L’application my associe a une forét la somme de ses extensions linéaires, i.e. les mots construits a
partir des lettres qui décorent la forét et qui respectent l’ordre partiel. L’application ™ associe d une
forét la somme de ses extensions linéaires contractées, qui sont les mots respectant 'ordre partiel

incluant les mots contractés suivant la regle stuffle, i.e. seulement les lettres incomparables par rapport

3. Cette définition coincide avec le quasi-shuffle de Hoffman.
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Chapitre 3 : Arborification et coarborification

a Uordre partiel de la forét peuvent étre combinées au moyen du produit interne [— —].

On notera L(T') l'ensemble des extensions linéaires d’un arbre T et #L(T') le nombre de ses extensions.
L’exemple suivant illustre les applications my et 7 :

Exemple 6. Considérons l’arbre ny(ny @ n3). Ses images par m et w sont respectivement :

™ (m(nQ @ n3)) = N1N2n3 + N1n3ne

et

7(n1(ng ® ng)) = ningng + ninzng + ni[nang).

Remarque 4. La projection my, appelée aussi erborification, ne préserve pas la taille des arbres/forét

du fait des propriétés du produit stuffle comme nous venons de le voir dans l’exemple précédent.

Proposition 5. Les applications w et mg sont des morphismes surjectifs d’algébre de Hopf de Q%”C{*K

sur N et HG respectivement.

Nous donnons une démonstration de ce résultat due a Loic Foissy de I'Université du Littoral Cote
d’Opale en Annexes.

Dans la suite, l'utilisation de cette propriété simplifie une partie des démonstrations mais nous
garderons un point de vue constructif pour les faire et donner des formules explicites pour les objets

considérés (moules, dérivations, automorphismes).

3.3 Moules et Arborification

En utilisant les actions précédentes de m et my, nous pouvons définir ce que J. Ecalle appelle
I’arborification d’un moule.

On rappelle d’abord la définition d’un moule et une moule arborescent :

Définition 19. Un moule M*® est une application linéaire de %”OA dans C, autrement dit une collection
de nombres complexes {M™ € C,n € A*}. Un moule arborescent A® est une application linéaire de

%”CAK dans C, i.e. une suite de nombres compleves {A' € C,t € Fa}.

Définition 20. Soit M*® un moule. L’arborification du moule M*® est noté M2 et est définie par le

diagramme suivant :
A _To A
Aok — o
)
C

La méme chose peut étre faite pour les moules définis sur 2, ils sont appelés arborification
contractée du moule ou erborification. L’action de 'erborification sur M* est notée ME. Dans ce cas,

on a le diagramme :
A ™ A
M*

C

Mg
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3.4 Arborification de moules élémentaires

Bien que les formules précédentes donnent une maniére de calculer I’arborification de n’importe
quel moule, il n’est pas toujours évident d’en obtenir une formule explicite. Nous montrerons dans la

section suivante plusieurs exemples.

Dans tout ce manuscrit nous partirons des moules classiques pour aller par arborification vers les

moules arborescents. Ainsi, dans la suite, nous utiliserons la terminologie suivante :

Définition 21. Un moule A® sera dit arborifié (resp. erborifié) si il existe un moule M*® (au sens
classique) tel que :

A® = M2 (resp. A® = M?2). (3.4)

Un moule classique définit ainsi naturellement un moule arborifié. A I'inverse, un moule arbores-

cent peut définir naturellement un moule en ’évaluant les arbres totalement ordonnés.

Nous allons maintenant illustrer 'arborification sur plusieurs moules classiques dans ’étude des
champs de vecteurs.
3.4 Arborification de moules élémentaires

Soit A un alphabet muni d’une structure de semi-groupe abélien et soit w : A — C un morphisme

de semi-groupe (le poids). Considérons une forét générale :

T=mTi®noToP - Dng Ty, (35)
ou 11,..., Ty sont des éléments arbitraires de Fa greffés sur les racines nq, ..., ng.
On introduit les notations suivantes sur un mot quelconque n =nq---n, et = 1,...,7 : on note n~J
et n2J les sous-mots de n :
n~ =ny---njet n?d =n;--n,. (3.6)

Remarque 5. Dans les applications du calcul moulien aux champs de vecteurs, un poids est défini de
la maniére suivante : soit X = (A1, ..., A\q) € C¢, pour n = (n1,...,ng) € A C Z¢, w(n) = n-\ et étendu
par linéarité auz mots n € A* de la maniére suivante : w(n) = w(n---n") =nt-A+...4+n" -\ ou
n' € A etr est la longueur de n.

Lélément A € C? correspond auz valeurs propres de la partie linéaire du champ de vecteurs.

Remarque 6. Pour les champs de vecteurs, la condition w(n) # 0 correspond au cas non-résonnant

(voir [1, p.174]).

On considere les moules élémentaires S® et &° définis sur un mot n = n;---n, par (voir [31,

p.1413]) S =&" =1 et :
s = .
w(nl)w(nmf) ...w(n) (3.7)

&" =

w(n)...w(n,_1n)wn,)’
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Chapitre 3 : Arborification et coarborification

tant que le mot n est tel que w(n<) # 0 pour i = 1,...,7 pour S® et w(nZ!) # 0 pour i =1,...,r
pour &°.

Ces moules satisfont plusieurs relations intéressantes. En particulier, on a la formule récursive sur

la longueur d’'un mot n =ny---n, :
1 >2

En application la définition de ’arborification, on obtient :

62 —gm mo(T1®n2To @D, 1)) + 6”271‘0(anl@TQGBTLSTS@-"@anr) N Gnk)ﬂ-o(anleB"'@nr—lTr—l@TT)7 (39)

amenant a un calcul par récurrence sur la longueur de la forét 7. En effet, par définition de &°® on a :

Lemme 3. Pour un arbre enraciné décoré nT tel que T' € Fa et w(nT) #0, on a :

1
gnmo(T) — (T g™, (3.10)

Démonstration. Notons mo(T") = Zni. Alors, on a nmy(T') = Znni. Par définition pour chaque i,

7 7
on a w(nn;) = w(nT). En conséquence en utilisant (3.8), on obtient :

1

Gnrro(T) — S — 6ni,
zi: zl: w(nny)
1 . 1 JE (3.11)
~ w(nT) zz: ~ w(nT) ’
ce qui conclut la preuve. ]
On obtient alors :
GT — (T1®n2T2® @anr)
< T1>
_|_w T S™ (nT1®T2®n3T3&---®n,Tr) 4. (3.12)
Gﬂo(anl® @np_1Tr_19Ty)
(T |
qui peut aussi s’écrire :
62 _ w(]-T) {651@712]“2@...@””“’1} +621T1€9T2@TLST3@“‘®TLTTT 4. +6n1T1@ Bnp_1Tr— 1@Tri|7 (313)

impliquant seulement les moules arborescents.

Suivant ([31, p.1433]), notons 7>* la somme des foréts obtenues de T’ qui respectent I'ordre partiel

en obtient les i premieéres composantes de T sur mo(7). Par exemple :

7> = TTemDhd---enT,+nTieThdnTzsd---®dn T+ ...

(3.14)
+ Ty @ - B np1 Loy ®T5.
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3.5 Propriétés algébriques de ’arborification

On en déduit que

]. >1

T T

= . .1
S ol )6 (3.15)

En utilisant la derniére expression, on obtient la formule explicite suivante pour I'arborification du

moule élémentaire &° :

Lemme 4. L’arborification du moule élémentaire G° est donnée par :

1
S = T T T (3.16)

Cette derniere écriture est une simplification, I’écriture exacte est obtenue de la maniere suivante.

En utilisant la définition de 7>, on écrit :

ot N; est le nombre d’arbres qui apparaissent dans 7-!. Si on itére 1’écriture, on a alors :
>2 _ >1\>1
T - (T ) ’

Na
= > (795

ip=1
., . P P olicite -
En itérant la procédure d’écriture, on a finalement 1’écriture explicite

T 1
Py w(T)w(THw((Ty DR - w(-((THED-)7L

(il,...,irfl) 11 /12 11 /12 1r—1

ou r est la longueur de T

3.5 Propriétés algébriques de I’arborification

Dans cette section, on redonne la définition du produit de moules et moules arborescents. On
montre notamment que la multiplication et 'arborification de moules commutent. On étudie ensuite

les symétries des différents moules et leurs liens par arborification.

3.5.1 Arborification et produit de moules

Commencons avec la définition du produit de moules et moules arborescents dans le cadre classique

des algebres de Hopf :

Définition 22. Le produit de deuz moules M® et N® est un moule noté (M x N)*. De la méme
maniére, le produit de moules arborescents A® et B® est un moule arborescent noté (A x B)®. Dans le

formalisme des algébres de Hopf, ces deux produits correspondent auzr produits de convolution :
mc o (M®*® N°®)o A, mco (A*® B®)o A
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Chapitre 3 : Arborification et coarborification

ot mc : C® C — C est le produit dans l'algébre C et A le coproduit de déconcaténation, resp. le

coproduit de l’algebre de Connes-Kreimer.
Le Lemme suivant permet de lier multiplication et arborification :

Lemme 5. L’arborification et le produit de moules commutent sur les moules arborifiés, autrement
dit :

(M x N)2 =M2 x N2.

Démonstration. La preuve est immédiate car I'arborification my est un morphisme de cogebres. Don-
nons une preuve constructive de ce lemme. Pour une forét enracinée 7', on note £(7") ’ensemble de

ses extensions linéaires, ainsi :

m(T)= > n. (3.17)

nel(T)

On a alors :

t t
(Mc x No)" = Z M<|VN<‘W
VUW=V(T),V<W
_ Z M7ro (t|V)N7r() (t‘W)
Vuw=y(T),V<wW

= > > M™MN™2.

VUW=W(T),V<W mni€L(T})
HQEC(le)

D’un autre co6té, on a :

(MxN)L= > (MxN)®"
nel(T)

= > > M™mN™.

nelL(T) minz=n

Les extensions linéaires étant les mémes les deux sommes coincident.

3.5.2 Arborification et moules symétraux/alternaux

Les symétries classiques sur les moules sont la symétralité et l'alternalité, celles-ci correspondent
aux séries formelles group-like et primitives pour le coproduit shuffle classique.
On renvoie au chapitre 2 pour la définition des moules symétraux et alternaux. Des symétries ana-

logues sur les moules arborescents sont données par les notions de moules anti-séparatifs et séparatifs.

Définition 23. Un moule arborescent A® est dit séparatif si Al =1 et ATi®T2 = ATY AT> pour toutes
paires de foréts décorées non vides (11, T»).
Un moule arborescent A® est dit anti-séparatif si AT = 0 et AT'®12 = 0 pour toutes paires de foréts

décorées non vides.
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3.5 Propriétés algébriques de ’arborification

En terme d’algebres de Hopf, les moules séparatifs et anti-séparatifs sont définis de la maniere suivante :

Définition 24. Un moule arborescent séparatif est un caractére de c%”éAK, i.e. un morphisme d’algébre
unitaire. Un moule arborescent Tt est anti-séparatif si c’est un caractére infinitésimal %”CAK, i.e. une
application linéaire A4y, dans C tel que Tt1%me = Tloig(ty,) + (tn, ) T2 , ot ¢ est la co-unité de
AU

De la méme maniere, un moule symétral (resp. alternal) est un caracteére (resp. caractére infini-
tésimal) de l'algebre de Hopf %A. Ces symétries symétrale/alternal et anti-séparatif/séparatif sont

reliées par l'arborification de la maniére suivante :

Lemme 6. L’arborification d’un moule symétral (resp. alternal) est un moule arborescent séparatif

(resp. anti-séparatif).

Démonstration. La démonstration est une conséquence immédiate du fait que I’application d’arborifi-
cation 7y est un morphisme d’algebre de Hopf. Soit M*® un moule symétral et soient 17,75 deux foréts

enracinées décorées. Alors,
MZl Ty _ MTFO(Tl DT»)
— M7T0 (Tl)\_l_lﬂ'o (Tg)
— Mo (TI)MTI'O (T»)
_ Ty p T2
=M MZ2.

De plus, M1 = M™@) = A% — 1. Si M* est alternal, on a pour toutes paires (Th,Ts) de foréts

enracinées décorées non vides :

MZl@TQ — pro(TheTz)

— M?T()(Tl)LUTr()(Tg)
=0,
et ML= Mm@ = M0 = 0. O

Remarque 7. Le produit de convolution respecte les caractéres d’algebres de Hopf. En conséquence,

symétralité et séparativité sont préservées sous le produit de moules, resp. moules arborescents.

Remarque 8. Le moule arborescent &% défini dans le paragraphe 3.4 ci-dessus est séparatif. C’est
une conséquence immédiate de son expression explicite. Une autre fagon de le démontrer est de montrer

que le moule &°* est symétral et d’appliquer le Lemme 6.

Exemple 7. Le moule alternal T* défini dans [30], p.85 est :

7' =0,
T"=0Vne€A,
T — T — 1

(w(n1) — w(ng)) (w(ng) — w(ns)) -~ (w(nr-1) —w(ng))
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Chapitre 3 : Arborification et coarborification

Alors son arborifié T est anti-séparatif.

Avant de donner un dernier exemple, nous définissons 1'opérateur suivant sur les moules (voir |

p. 1413)) :

)

Définition 25. Soit A un alphabet et x un point de la surface de Riemann du logarithme.

On définit Vopérateur ® par (z®M)™ = ¥ M™ qvec n € A* et M® un moule.
Suivant [31, p. 1413], on a alors ’exemple suivant :

Exemple 8. Soit le moule symétral S2,(x) défini par :

St

(z) = 225° x &°,

avec le moule S® défini en section 3.4.
Alors, la symétralité est assurée par la symétralité des deuxr composantes et la remarque 7. Ainsi la

version arborifiée Sg, _(x) est séparative.
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Chapitre 4

Invariance de moules sous

arborification : une approche directe

Comme nous I’avons énoncé dans l'introduction, le fait que 'arborification fournit un outil efficace
pour restaurer la convergence est relié au fait que certains moules conservent la méme forme sous

arborification. Dans ce chapitre, nous précisons cette assertion.

Commencons avec un exemple tres simple. On considére le moule identité I°. Ce moule dépend

uniquement de la longueur du mot sur lequel il est évalué. Il est donc défini par :
1" = E(t(n)), (4.1)

ou F : N — R est une application définie par E(1) =1 et E(r) = 0 pour r # 1. La version arborifiée
I? est trivialement donnée par :

17 = B((T), (4:2)

ainsi le moule I*® conserve sa forme sous arborification. On peut facilement généraliser ce résultat a
tous les moules qui ne dépendent que de la longueur et du poids des mots comme 1’énonce le Lemme

suivant :

Lemme 7. Soit T une forét enracinée décorée. La longueur/taille ¢(T) et le poids w(T') sont préservés

sous la projection g, i.e. on a £(n) = 4(T) et w(n) = w(T) pour tout n € L(T).

Une conséquence de ce Lemme est que certains moules conservent leur forme a une constante

multiplicative pres sous arborification.

Lemme 8. Soit M*® un moule ne dépendant que de ((e) et w(e) signifiant qu’il existe une fonction
F:NxC — C telle que
M® = F(((e),w(e)). (4.3)

Alors le moule arborifié M2 est explicitement donné par :
ML = #L(T)F(UT), w(T)). (1.4)

Démonstration. Sous les hypotheses du Lemme, on peut écrire pour toute forét T :
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Chapitre 4 : Invariance de moules sous arborification : une approche directe

ME = po™),

= ZMH,

nel(T)

= Y. ftn),wn)

nel(T)
= #L(T)f(UT),w(T))
= #L(T)MZL.
O

Comme il nous I’a été suggéré par Loic Foissy nous pouvons encore généraliser de la maniere suivante :

Définition 26 (Moule invariant par permutation). Un moule M*® est dit invariant par permutation

si pour tout mot m =ny...n, € A* et pour toute permutation o de {1,...,r}, on a M™ = M™ " =
Mna(l)"'na(r) .

Exemple 9. Un exemple trivial est le moule £(®) qui associe a chaque mot sa longueur. Alors {(n) =

b(ny---np) =1 =L(ng1) " No(r)) pour toute permutation o de {1,...,7}.

Lemme 9. Soit M* un moule invariant par permutation. Alors sa version arborifiée M2 est donnée

par :

ML = #L(T)M™

ot n sur la partie droite de I’équation est une extension linéaire de T
Démonstration. La démonstration est exactement la méme que le Lemme 8. ]

Ces Lemmes impliquent déja que certains moules classiques sont invariants sous arborification.
Mais cette approche ne permet pas d’obtenir 'invariance de moules par arborification qui dépendent
de la longueur et du poids du mot sur lequel ils sont évalués mais aussi sur les sous-mots avec les

longueurs et poids associés. Par exemple, on ne peut pas obtenir I'invariance des moules suivant :

1
St = , 4.5
w(ny)w(ning) ... w(n) (45)
w(ny)Carr™ 4+ Cary™ 12031 — Z Carr™°CarrP®, (4.6)
nibc=n

ou S*® est le moule de linéarisation et C'arr® est le moule de la correction étudié dans la seconde partie
de ce manuscrit, les deux moules étant définis pour tout mot n =ny...n,.

Le Lemme 8, bien qu’intéressant pour les applications, ne permet pas d’obtenir une compréhension
suffisante des propriétés d’invariance par arborification. Dans la suite, on montre que les moules

solutions d’équations fonctionnelles d’une certaine forme sont automatiquement invariants.
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Chapitre 5

Equations fonctionnelles de moules et

arborification

Dans ce chapitre, on considere deux cas particuliers d’opérateurs agissant sur les moules appelés
dérivations et automorphismes, qui géneérent la plupart des équations fonctionnelles de moules connues.

Dans la suite, K est le corps des nombres réels ou complexes.

5.1 Equations fonctionnelles de moules et symétries

Il existe plusieurs manieres de démontrer qu’un moule satisfait une symétrie comme 1’alternalité
ou la symétralité. Une de ces manieres est de montrer que le moule satisfait une équation fonctionnelle

particuliére, ceci est expliqué par exemple par J. Ecalle dans [31, p. 1427].

5.1.1 Dérivations élémentaires et composites sur les moules

Rappelons la définition de dérivations sur les moules :

Définition 27. Soit D une application linéaire de l’espace vectoriel des moules Mg(A) dans lui-
méme. L’image d’un moule M® par D est noté D(M)®. L’application D est une dérivation sur l’algébre
(Mxk(A), x) si elle satisfait :

D(M x N)* = (D(M) x N)* + (M x D(N))®, (5.1)

pour tous moules M® et N® de Mg(A). En d’autres mots, si l'application D satisfait la régle de

Leibniz par rapport au produit de moules.
On peut construire une classe de dérivations simples dites dérivations élémentaires de la forme :
Dy(M)™ = \"M™", (5.2)

ol A* est un moule satisfaisant certaines propriétés. On a le résultat (voir [21, Paragraphe 2.2.1, p.
355]) :
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Théoréme 3. Une application Dy de la forme (5.2) est une dérivation si et seulement si le moule \®
satisfait :
AL A2 = N2 Yy ony € AT (5.3)

Démonstration. La démonstration vient d’un simple calcul. On a :

Dy(M x N)™ = A\, < > M“lN“2> . (5.4)

nino=n

Par la regle de Leibniz on a aussi :

Dy(M x N)™ = (Dy(M) x N)™ + (M x Dy(N))"
= > Dy(M)™N"™ + M™ Dy(N)™
nin.o=n
= Z (AP 4 A2 )M N2,
nineo=n
Ce qui conclut la démonstration. O

Deux exemples naturels sont les suivants :

Ae = {(o),

5.5
Ae = w(e). (5:5)

Ils correspondent aux dérivations lang et V introduites par J.Ecalle dans ses travaux et apparais-

sant en particulier dans les problémes de linéarisation (voir par exemple [29, 30]).

J. Ecalle utilise une autre classe de dérivations dites dérivations composites, construites a partir

d’un moule donné :

Proposition 6. Supposons que l’alphabet posséde une structure de semi-groupe. Soit A® un moule tel

que AY = 0. L’application D4 définie par :
Dy(M*)" = Z M“lannngAng, (5.6)
nin?n3=n
est une dérivation.
Démonstration. On pourra consulter [21, Lemme IV. 58, p. 356]). C’est un simple calcul :

DAM x N)*= Y (M x N [n¥ln® go?

nln2n3=n

— Z Mnan2||n3Hn4An3 + Z Mn1||n2Hn3Nn4An

2

nln?n3n4=n nln2n3n4=n
= Y MYDAN) + Y Da(M)™ N
nln2=n nln2=n

= (M x Dg(N)+ Da(M) x N)"™.

Il est important que le mot entre les doubles barres ||.|| ne s’annule pas dans le calcul ci-dessus, ce qui

est assuré par la condition A? = 0. O
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5.1.2 Sur la variance de moule et une dérivation associée

Introduisons quelques notations :

Définition 28. Soit i un entier. On définit les opérateurs conf; : A* — A* et conb; : A* — A* par :

ni-[ni4nig1]ne o 1
Mconfi(n) _ Mconfi(nl'”n'r) _ M™ +1 Zfl << r, (57)

0 sinon,

Mconbi(n) _ Mconbi(nl...nr) _ Mn1-..[ni—1+ni}.~~nr Zf 1< < r, (58)

0 sinon.

En utilisant ces opérateurs, on peut alors étudier un moule particulier qui est la variance d’un

moule et qui joue un réle important dans la linéarisation de champs de vecteurs en théorie KAM (voir

[33]) -

Définition 29. Soit M*® un moule. On définit la variance de M*® par rapport a la i-eme lettre d’un

mot n =mnq---n, comme le moule suivant :

vari(M°)" w(ni)Mn + Mrccnitnigalne g [n¢71+ni]---nr7

w(nz)Mn + Mconfi(n) - Mconbi(n).

ot w(n;) est le poids de la i®™e lettre n; du mot n. On pourra prendre i plus grand que la longueur du

mot considéré, dans ce cas la variance est nulle.

Dans [31, p.1421], les auteurs définissent une dérivation de moules en utilisant la variance de la

maniére suivante :

Définition 30. Soit a une lettre d’un alphabet donné et M® un moule. On définit l'opérateur :

VoM™ = Z var;j(M*®)",

n;€En s.t nj=a

= > (wlmy)M® 4 Merh® — pgeenh ),

n;eENn s.t nj=a

et VoM™ = 0 si a n’apparait pas dans le mot n.

Proposition 7. L’opérateur V4 est une dérivation sur les moules pour toute lettre a et tout moule
Me.

Démonstration. Soient a une lettre d’'un alphabet A et M*®, N* deux moules. Montrons que :
Va(M x N)* = (VoM x N)* + (M x V,N)".
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Chapitre 5 : Equations fonctionnelles de moules et arborification

On commence avec la partie droite de I’égalité :

(VaM X N)* + (M x VaN)" = Y VaM™ N® 4+ M™ VN,

nl-n2=n
1 2 1 2
= Z Z w(ng)M™ | N + M" Z w(n;) N®
nl.n?2=n \n;=a, n;enl n;=a, n;cn?
+ Z Z Mconfi(nl) Nn2 +Mn1 Z Nconfi(n2)
nl.n2=n \n;=a, n;enl n;=a, n;cn?
o Z Z Mconbi(nl) ]\[n2 o ‘Z\4n1 2 : Nconbi(nQ)
nl.n2=n \n;=a, n;Enl n;=a, n;En?

Maintenant nous allons travailler sur I'expression de chaque ligne de la derniére égalité ci-dessus. A
la premiére ligne on peut remarquer que w(n;) = w(a) alors dans chaque somme les termes sont
indépendants de ¢ mais dépendent du nombre d’apparitions de la lettre a noté k£ dans n et on peut

réécrire la ligne de la maniere suivante :
kw(a)(M x N)™.

Ce terme correspond au premier terme qui apparait dans le développement de V(M x N)™.
La seconde et la troisieme ligne se travaillent de la méme manieére, nous allons donc étudier uniquement

pour la seconde ligne. Le second terme dans le développement de V(M x N)™ est :

3 (M x N,

n;=a

On note (i1, ..., i) les indices de lettres telles que ni; = a dans le mot n. Alors, on a :

Z (M X N)Confi(n) = Z (M % N)nl"'[ni+ni+1]"'n7-7

= (M x N)ﬂl"'[m1+"i1+1}"'m 4+ (M x N)nl"'[nik+nik+1]"'n7"7

k
— Z (M@an"'[m'j+ni]-+1]"'nr + MmNn2~~~[mj+mj+1]~-~m 4o M"l'”nhN[n11+nj1+1]'"n’“) +
j=1
k
+ Z (Mnl"'[nij+nij+1} Mg 427 Ny + Mnl"'[m‘j+nij+1]nij+2Nnij+3"'nr NI M”l"'[nij+nij+1]"'nrN@> ]
j=1

La premieére somme peut se réécrire par factorisation sous la forme :
]\41‘11 Nconfi(nQ)
)
nln2=n n;=a
et la seconde :

> ( 2 Mmf*nl)) N

1n2—n \n;=a

n
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On obtient alors la seconde ligne du développement de (VoM x N)® + (M x VaN)™. De la méme
maniere on obtient la troisieéme ligne et ainsi on vérifie I’égalité. Ainsi 'opérateurV, est une dérivation

sur les moules. O
D’autres dérivations peuvent étre définies et on renvoie aux travaux de J. Ecalle pour de nombreux
exemples. On pourra aussi consulter [21, p. 357]).

5.1.3 Dérivations et symétries

Nous allons ici nous intéresser aux moules possédant des symétries alternal et symétral. On intro-

duit une classe importante de dérivations qui préservent ’alternalité.

Définition 31. Une dérivation est alternal si l’'image d’un moule alternal par celle-ci est toujours un

moule alternal.
Il est facile de voir que les dérivations élémentaires lang et V, respectivement définies par :
lang(M)™ := £(n)M™,
V(M)" = w(n)M",
sont alternales. Un résultat général est donné pour les dérivations composites :

Lemme 10. Une dérivation composite D 4 est alternale si et seulement si le moule A® est alternal.

On renvoie a [21, Lemma IV.59, p. 357] pour la démonstration. Ce résultat est important dans la

suite du fait des correspondances entre les moules alternaux et anti-séparatifs.

Les dérivations sur les moules peuvent servir a écrire ’analogue des équations différentielles sur les
moules. L’intérét de telles équations est qu’elles fournissent pour certains moules des symétries. On a

le résultat suivant démontré dans [21, Paragraphe 2.3, p. 357] :

Théoréme 4. Soit Dy une dérivation du type (5.2), et soit M® un moule satisfaisant une équation

différentielle moulienne :
Dy(M)* = (A x M)®,
avec :

i) le moule \* satisfait \" # 0 Vn, {(n) > 1,
it) pour le mot vide, MY =1,

i11) le moule A® est alternal,

Alors le moule M*® est symétral.

5.1.4 Automorphismes élémentaires

On introduit les automorphismes de moules :
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Définition 32. Un automorphisme de moules est une application linéaire inversible A de Mg(A)

dans Mx(A) satisfaisant :
A(M x N)* = (A(M) x A(N))*

pour toutes paires de moules (M®, N®) € Mg(A).

Comme pour les dérivations, on peut définir des classes simples d’automorphismes appelés auto-

morphismes élémentaires de la forme :

ou f est une application de A* dans K vérifiant des conditions que nous allons montrer maintenant.
Faisons le calcul suivant :
Af(M x N)™ = (Ay(M) x Ag(N))"
= > Ap(M)™MAs(N)™

ni-ng=n

= Y f(o)M™ f(ny)N™

nj-ng=n

Or par définition :
Af(M x N)* = f(n)(M x N)™.

Ainsi Papplication f doit étre un morphisme de monoides de A* dans (K — {0}, x).

Théoréme 5. Une application Ay de Mg(A) dans Mg (A) comme ci-dessus est un automorphisme

si et seulement si f est un morphisme de (A*,-) dans (K — {0}, x).

Par exemple €V = A_u@) : (A*,-) = (C, x), définie par eV M™ = e MM est un automorphisme
de l'algebre des moules. Cet automorphisme apparait naturellement dans ’étude des problémes de

formes normales de difféomorphismes locaux.

5.2 Equations fonctionnelles de moules et arborification

Dans cette section, on introduit la notion de dérivations et d’automorphismes sur les moules
arborescents. Les définitions sont sensiblement les mémes que pour les moules. L’intérét est de montrer

les transferts de structure par arborification.

5.2.1 Dérivations et automorphismes sur les moules arborescents

Rappelons la définition de dérivations sur I’algebre des moules arborescents :

Définition 33. Une dérivation D< sur l’algébre des moules arborescents est une application linéaire

satisfaisant :
DS(PxQ)* = (D<(P)x Q)"+ (P x D(Q))*
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pour toutes paires de moules arborescents (P®,Q°*).

Définition 34. Un automorphisme de l’algébre des moules arborescents est une application linéaire

inversible A< satisfaisant :
AS(PxQ)* = (AS(P) x AS(Q))*

pour toutes paires de moules arborescents (P®,Q°*).

On donne dans le méme schéma que pour les moules une classe d’automorphismes élémentaires de

I’algebre des moules arborescents.

Définition 35. Soit une application Ajf de l’algebre des moules arborescents dans elle-méme vérifiant :
AF(T)° = f(o)T",

ou f: %CAK — C.
Lemme 11. L’application Ajf est un automorphisme de l’algébre des moules arborescents si l'appli-
cation f rend le diagramme suivant commutatif :

A % %C%L Ay -

Fxf lf
C

L’application A]f est un automorphisme de l’algébre des moules arborescents si l'application f est

compatible avec le greffe, i.e. si

f(T) = f(T1) f(T»)

deés que la forét décorée T est obtenue de Ty et Ty par une greffe de certaines composantes connexes

de T1 sur certains sommets de T5.

Démonstration. L’application A? est un automorphisme si et seulement si A?(P X Q)* = (A?(P) X

A?(Q))' pour toutes paires de moules arborescents (P®,Q*®). Alors on a :

AF(Px Q)T = [(T)(P x Q)T
= f(T) > PhQ™.

tr, ®tr, apparait dans A(T)

En développant les termes a droite de I’égalité, on a :

(A7(P) x A7(Q)" = > A7 (P)1 AT Q)™
tr, ®tr, apparait dans A(T)
= > F(I) f(T2) PR Q™.

tr, ®tr, apparait dans A(T)

Ainsi une condition nécessaire est f(7') = f(T1)f(T2) pour tous T3, T5 tels que T} ® T apparait dans
I'expression du coproduit de 7" A(T'). Cette condition est assurée par les conditions énoncées dans le

Lemme 11. O
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Exemple 10. L’application A? avec f(T) = ™), ie.

A? (P)o _ ew(o)Po

est un automorphisme de l’algébre des moules arborescents.

5.2.2 Arborification de dérivations et d’automorphismes

Soit D : Mg (A) — Mxg(A) une dérivation sur I'algebre des moules. On peut facilement associer

a D une dérivation D< sur lalgébre des moules arborifiés de la maniére suivante :
D<(M.)* :==D(M)* (5.9)

Un probléme moins trivial est celui d’étendre D< a ’algébre des moules arborescents. D’un autre coté,
on peut facilement obtenir une dérivation D sur I'algébre des moules & partir de 'algébre des moules

arborescents :

Lemme 12. Soit D< une dérivation sur les moules arborescents. L’application D sur les moules
définie par :
D(M)™ := D<(M.)», (5.10)

ot Ty, est un arbre totalement ordonné ny - --n,, est une dérivation sur les moules.

Démonstration. Ceci est une simple conséquence du fait que I'inclusion %A — t%”c‘?}( donnée par
n — Ty, qui au mot n associe ’arbre totalement ordonné décoré par les lettres de n, est un morphisme

de cogebre :

D(M x N)® = D<((M x N).)™
= D<(M. x N.)™»
= (DS(M.) x N< + Mo x DS(N2)™
= Z D<(M<)T“1NZ“2 +MZH1D<(N<)T“2

nijns=n

= Y D(M)™MN™ + M™D(N)™

nijns=n

= (D(M) x N+ M x D(N))™.
O

Remarque 9. La notation D< pour les dérivations de I’algébre des moules arborescents est naturelle
mais trompeuse du fait que l'arborification d’une dérivation D sur l'algebre des moules ordinaires
donnée par le Lemme 12 est seulement définie sur 'algebre des moules arborifiés. Une extension de
cette arborification a Dalgebre entiére des moules arborescents & priori mérite la notation D<. La
plupart des dérivations rencontrées en pratique admettent toutefois une extension "naturelle' unique

de leurs arborifications.
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5.2.3 Invariance d’équations fonctionnelles sous arborification
Considérons une équation fonctionnelle impliquant un moule M* :
D(M)* = (Ax M)* (5.11)
ou A est un moule fixé. Le principal résultat de cette section est le Lemme simple suivant :

Lemme 13. L’équation fonctionnelle (5.11) est invariante par arborification, i.e. garde la méme
forme. Précisément, si D< est la dérivation arborifiée associée a D, le moule arborifié M2 satisfait
l’équation fonctionnelle :

DS(M.)®* = (Ac x M.)*. (5.12)

Démonstration. Cela vient de la définition de 'arborification d’une dérivation et du Lemme 5. En

effet, en arborifiant de chaque cété de I’équation fonctionnelle on obtient :
D(M)% = (Ax M)Z,

qui peut se réécrire comme :

D<(M<). = (Ac x ML)*,

ce qui conclut la démonstration. ]

5.2.4 Exemples sur des moules élémentaires

Les moules élémentaires S® et &° définis par (3.7) satisfont aussi des équations fontionnelles

données par (voir [30], equations (3.43) et (3.44) p.85) :
V[S]*=—(SxI)*, VI[E6]*=(Ix6)". (5.13)

En utilisant le Lemme 13, les versions arborifiées de S® et &°® notée ST et &2 satisfont les équations
fonctionnelles :
V=[S = —(S< x 1<)*, VE6]* = (1< x 64)°. (5.14)

Ces formules en main, on peut alors récupérer le Lemme 4 directement sans aucun calcul.

5.2.5 Sur les moules "tough"

Cet exemple provient de l’article [31], on a besoin d’introduire différentes notations et opérations

sur les moules. D’abord on introduit une factorisation sur les mots.

Définition 36. Soit n = nq---n, un mot. On définit deux opérations de factorisation sur les mots :

fr(m)=n'---n*n*, (forward factorisation),

f-(m)=n"n'---n*, (backward factorization,).
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ot chaque n® est un sous-mot de n écrit n® = ny, -y, -0y, tel que || 0 ||=ny, + -+ ny, = 0 mais
Niy + -+ ni, 70,11 <ig < k. Ici n' est le dernier sous-mot de poids non plus a droite obtenu aprés
la factorisation des premieres lettres par la droite , il en est de méme pour n~ sauf que la factorisation

se fait en commencant par la dernicre lettre du mot.
Lemme 14. Soit n un mot. On a :
fr(n) = f_(n) si et seulement si || n ||= 0.
Exemple 11. Considérons le motn = —1-1-2. Alors, on a :
fi(n)=n'n* et [ (n)=n,
avecn' = —1-1 et nt =2,

Pour un mot quelconque n = nq - - - n,, on introduit les moules suivants :

n —
Erest — A

ou &; = w(n;) + w(nit1) + ... + w(ny).
On introduit aussi le moule rad® qui dépend de lettres & deux composantes de la maniére suivante.

ws
L’alphabet sera constitué de lettres n; = | avec u; € C et v; € RT. On définit 'opération suivante :
(%

D, M™ = 130, M™ 4 MeonSim) _ ppeonts(n)

ou confi(n) et conb;(n) définis comme précédemment. Les opérateurs 0 sont des dérivées partielles

définies de maniere usuelle puisque la lettre n; est un nombre complexe.

Le moule rad® est symétral défini comme la solution de ’équation moulienne :
Op,rad® = —(rad x I,,)®, Vi,

avec rad? = 1, rad®=0 si u; = 0 Vi = 1, ., f(n) et I} est le moule défini par Igf = 1 si la lettre n;

est égale a la lettre n; et vaut 0 dans tous les autres cas.

u Uy Uy N
Lemme 15. Pour un mot n = = e de longueur r, le moule rad® est un polynéme
v V1 Uy

homogéne de degré r en les variables u; et homogéne de degré r—1 en les variables (v;+v;y1+- - '+’Uj)71
avec 1 <1 <5<
Définition 37. Soit n =ny---n, un mot avec n; € C, i =1,...,7, on définit 'opérateur :

Rad® = rad*"re-(m)
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5.2 Equations fonctionnelles de moules et arborification

ot unbre_ est une opération sur les mots définie par :

0.1+ ...01 O s +...0 s
unbre_(n) = | Pty | L[ ™ Pty |
{(nt) {(n*-)
ou les mots n', ... n® sont obtenus par la factorisation f_(n).

Dans cette définition, les opérateurs de dérivées partielles sont encore définis de maniere classique

puisque chaque né- est un nombre complexe.
Remarque 10. On peut aussi définir l'opérateur Rady avec la factorisation fi.
On a alors le Lemme suivant ([31, Lemma 4.4 p.1431)) :

Lemme 16. Le moule "tough" S?,, est défini par :

Sn Ra’dri [—?est]

Dext —

et cette relation est invariante par arborification, autrement dit :

§th< = Radz< [SZest<} '

Démonstration. Le preuve originale donnée par J. Ecalle et D.Schlomiuk peut étre trouvée dans [31,

Lemma 4.4 p.1431 a p. 1434]. Pour cela il utilise le fait que les moules sont invariants par arborification.

Ona:sh, =80 = ¥ Rad>S%, = Rad’_[ST, ]

neL(T) B

O]
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Chapitre 6
Arborification et convergence

Dans ce chapitre nous montrons comment la convergence de séries construites sur des opérateurs
différentiels peut étre obtenue grace a l’arborification en reprenant le théoreme de Brjuno sur la

linéarisation analytique de champs de vecteurs et la démonstration compléete a la fagon de J. Ecalle.

6.1 Un Lemme fondamental

On commence cette section par donner les expressions de I'inverse de moule ordinaire et arborescent

pour le produit de moule associé.

Lemme 17. Soit M*® un moule tel que MY # 0, son moule inverse N°® est donné par NO = — et

pour tout mot non vide n :

- X dhartar

s=1 nl.. ng—n

et pour l'inverse d’un moule symétral M*®, on a la formule :

N© — MS(n)

ou S est l'antipode de ’algebre de Hopf shuffle JL%A.

L’inverse d’un moule arborescent utilise toutes les décompositions d’un arbre obtenu par le copro-

duit et ses itérations :

Lemme 18. Soit P* un moule arborescent tel que P' # 0. Son moule inverse Q° est donné, pour

toute forét T, par :
£(tn)

DY u(al>ls+1 pr P (6.1)

ot le coproduit réduit itéré Al=1) egt défini par :

A0 = Id,
AT =A(T)=AT) -T®1-1T,
AW =A@Id® - @ Ido A,

s terms

47



Chapitre 6 : Arborification et convergence

et ou on utilise la notation de Sweedler :

AGE=)(T) = ZT(l) Q- QT
(T)

En d’autres mots, I'inverse d’un moule arborescent évalué sur une forét T' est donné par la somme
signée sur toutes les décompositions possibles de T qui respectent ’ordre partiel, dans le sens ou les
sommets de T) sont incomparables ou inférieurs & ceux des sommes de TU) dés que i < j. Pour un

moule séparatif M2, la formule peut étre simplifiée :

Lemme 19. Soit P* un moule séparatif, alors son inverse est donné par :
QT _ PS(T)

ou S est l'antipode de ’algebre de Hopf de Connes-Kreimer décrite précédemment.

Le Lemme suivant énoncé par J. Ecalle dans [30, Lemme 3.1, p. 82] est fondamental pour démontrer
la convergence de séries normalisantes puisqu’il permet de récupérer de "bonnes estimations" sur le

moule inverse.

Lemme 20 (Lemme fondamental). Soit M*® un moule vérifiant MY £ 0 et satisfaisant pour tout mot

n l'inégalité :
’Mn’ < Cocé(n)’

avec ¢y, c des constantes positives. Alors il existe une constante ¢y explicite déduite de cy telle que le

moule inverse N°® satisfait l’'inégalité :
|N®| < Get™),

Pour un moule arborescent P® qui satisfait P1 # 0 et l’inégalité swivante pour toute forét T :
1PT| < o™,

avec cq et ¢ des constantes positives, alors il existe une constante ¢y explicite déduite de cq telle que

le moule inverse Q° satisfait :

‘QT‘ < 6002(T)'

Démonstration. Soient M*® un moule tel que M? # 0 et N*® son moule inverse. On suppose que M*®

satisfait |[M™| < coc!™) . Le nombre de termes apparaissant dans le développement de l'inverse est
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2¢9)=1_ Alors pour un mot n = ny ---n, avec £(n) =7, on a :

|Nn|<z Z \M@!sﬂ ""|Mns|>

s=Inl..nS=n

< Z Z S+1 COC 1) e Cocf(ns)7

s=1nl..ns=n 0

I

s=Inl..nS=n €
<y oy L
s=Int.. nsfn

< (2r71)lcr

€o

Pour un moule arborescent, la démonstration est similaire, du fait que le nombre de termes dans la
partie droite de (6.1) est égale au nombre de maniéres de choisir un sous-ensemble d’arétes, donc
2€(T)—l

O

Suivant Ecalle ([30, preuve p. 82]), on note qu’une identité polynomiale est toujours préservée pour
I'inverse multiplicatif car on ne prend pas en compte les propriétés particulieres d’'un moule dans nos
calculs.

Maintenant nous allons supposer que ’alphabet A est un sous-ensemble de Z% de d-uplets (n1,...,nq)
tels que n; > 0 sauf au plus un qui peut étre égal a —1. En plus du poids d’un mot, nous allons consi-

dérer une autre quantité associée a un mot : la profondeur.

Définition 38. La profondeur d’une lettre n = (ny, ...,ng), notée |n|, est la somme de chacune de ses

composantes. La profondeur d’un mot est la somme des profondeurs de ses lettres.
On étend alors naturellement cette profondeur aux arbres décorés :

Définition 39. La profondeur peut aussi se définir sur les arbres enracinés décorés de la méme

maniere, c’est-a-dire en sommant les composantes de chaque lettre décorant [’arbre.

Nous reviendrons en détails sur cette notion de profondeur dans la deuxiéme partie de ce manuscrit
puisqu’elle permet une étude détaillée de la correction d’un champ de vecteurs.
Les majorations données par le Lemme fondamental peuvent étre obtenues en utilisant la profon-

deur :

Lemme 21. Soit M*® un moule satisfaisant M" £ 0 ainsi que l'inégalité :
|M™| < coe™,

pour un mot n, ou ¢y et ¢ sont des constantes positives. Alors il existe une constante explicite &

obtenue a partir de cq telle que le moule inverse N°® satisfait la majoration :
|Nn’ < 2€(n)6oc|n|’
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Chapitre 6 : Arborification et convergence

Pour un moule arborifi¢ P® satisfaisant la majoration :
]
1PT| < ¢,

pour toute forét T, ot co et ¢ sont des constantes positives, alors il existe une constante explicite ¢

obtenue a partir de cg telle que le moule inverse arborific¢ QQ satisfait :
‘QT‘ < 2€(T)606\T\_

Démonstration. La démonstration est entierement similaire a celle du Lemme fondamental remplacant

la longueur par la profondeur.
O

Notons que les termes 2¢/®) et 24(T)

ne peuvent étre remplacés par les termes analogues impliquant
la profondeur dés lors qu'un mot long peut avoir une profondeur petite voire négative. Evidemment, la
principale difficulté est en général de démontrer que I'un des moules satisfait une inégalité polynomiale.
Toutefois, dans certains cas importants c’est en effet possible d’obtenir des informations comme dans

le cas du théoréme de Brjuno.

6.2 Structure de la démonstration du théoréme de Brjuno

La démonstration du théoreme de Brjuno sur la linéarisation analytique d’'un champ de vecteurs
analytique satisfaisant la condition diophantienne de Brjuno découle facilement des résultats précé-
dents, des lors que 'on peut comprendre ce qu’il se passe au niveau des opérateurs. Cela correspond,
d’un point de vue algébrique, a ’action duale de 'arborification sur les opérateurs différentiels, appelée
coarborification par J. Ecalle et habituellement référencée a 'algebre de Hopf de Grossman-Larson
(on renvoie a [19] pour plus de détails). Dans cette section, on donne une démonstration complete de
ce théoreme suivant la stratégie proposée par J. Ecalle, en donnant les détails de ce qui est esquissé

dans les articles de ce dernier.

6.2.1 Automorphisme de substitution et conjugaison de champs de vecteurs

Soit X = Xpn+ Z B,, un champ de vecteurs sous forme préparée de C¥, v > 1, c’est-a-dire tel que
neA
Xiin est un champ de vecteurs linéaire avec une matrice diagonale dont le spectre est noté A et les B,

sont des operateurs différentiels homogénes satisfaisant pour tout mondme z™, B, (z™) = By ma™ ™.

On note A(X) C Z" I'ensemble des degrés engendrés par X et sa décomposition.

On recherche 'existence d’un difféomorphisme tangent a l'identité ¢ tel que
o' X = Xy, (6.2)

signifiant que X peut étre linéarisé sous un changement de variables approprié. Cette équation est

appelée équation homologique ou équation de conjugaison.
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6.2 Structure de la démonstration du théoréme de Brjuno

Suivant les travaux fondateurs d’H. Poincaré, il est facile de montrer que si la partie linéaire a un
spectre non-résonant, alors on peut formellement conjuguer X a sa partie linéaire Xj;,. L’existence
d’un changement de variable analytique est plus subtil et reliée au probleme classique des petits divi-

seurs.

Une maniere d’aborder ce probléme est de considérer I’automorphisme associé a un changement
de variables ¢, notés ¢* et définis pour tout h € C[[z]] par ¢*(h) = h o ¢. Afin de construire un tel
automorphisme, nous devons préciser le cadre algébrique dans lequel on ’étudie. Une premiére idée

est de comprendre la structure de I’automorphisme de substitution du flot du champ de vecteurs X.

Notons ¢; le flot du champ X. En utilisant la formule de Taylor intégrale, on peut facilement dé-
montrer que ¢; appartient a une complétion de ’algebre enveloppante engendrée par Xj;, et 'ensemble

{By, n € A(X)}, noté B. Les opérateurs B,, sont définis de la maniére suivante :
v
i=1
avec " = g(nm) = zy -z}, Pour un mot n € A(X)*, un opérateur B, est donné par By, =

B

différentiels. Précisément, suivant les travaux précuseurs de Chen [15], on a :

o = Bpi o---0 By ot n' est une lettre de A(X) et o est la composition usuelle d’opérateurs

¢ =Id+> % > O.. (6.3)

r>1 ’ O.E(Xlin,B(X))*l(O.):T

On cherche alors ¢* dans I'algeébre enveloppante complétée de B, i.e comme une série formelle non

commutative donnée par :

¢*= > "By, (6.4)

neA(X)*

ol ®™ € C est le moule associé au changement de variables qui est symétral.

L’équation de conjugaison se lit alors :

X = o1 Xy, 0%, (6.5)
ce qui donne
-1
Xin+ Y. Ba=|{ > ®Bn| Xm| Y. ®"Bn|. (6.6)
neA(X) neA(X)* neA(X)*
En développant la partie droite de I’équation et en utilisant le lemme suivant (voir [21, p.369]) :

Lemme 22. Pour tout mot n € A(X)*, on a : [Xjn, Bn] = w(n)By, ot w(n) est le poids du mot n.

On peut alors réécrire I’équation de conjugaison uniquement sur les moules en utilisant la dérivation

sur les moules V comme :

D x I* = V(9°). (6.7)
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Chapitre 6 : Arborification et convergence

On reconnait une équation différentielle moulienne pour laquelle les résultats précédents s’appliquent.

6.2.2 Comoules et estimations

Afin de discuter de la convergence normale de séries normalisantes, on doit préciser quelle norme est
utilisée sur les opérateurs différentiels By,. On donne des démonstrations complétes de ces majorations
qui seront utilisées pour la preuve du théoréme de Brjuno et qui ne sont pas, & notre connaissance,

écrites en détails dans la littérature.

Dans un premier temps, on introduit la norme des germes de fonctions analytiques et celle sur les

opérateurs différentiels :

Définition 40. Soient U etV deuz voisinages compacts de 0 dans C¥ tels que V- C U. Pour un germe

de fonction analytique ¢ € C{x} défini sur U, on définit sa norme par :
| ¢ [lu= sup |p(z)].
zeU

De la méme maniére, pour un opérateur différentiel P sur l’espace des fonctions analytiques C{x}, on
définit :

I P o= sup I P¢ v -
¢ tel que ||¢|lu<l

La norme de lopérateur différentiel B,, pour n € A(X) est donnée par :

Lemme 23. Pour U et V suffisamment petits, il existe deux constantes Cyy et C telles que pour
toutn € A(X), on a :
| Ba |< ClC. (6.8)

Démonstration. Soit By, un opérateur différentiel avec n € A(X) de la forme :
B, = z"b(z),

v .
o b(z) = Y ajrj0; et ¢ = >  ¢ix' un germe de fonction analytique en 0. Alors on a :
Jj=1 i=(i1,000500)

B, (¢) =" (Z(bib(iﬁ) [%]) :

Le terme x™ peut étre majoré par Cll;L v ou la constante Cpy dépend des voisinages U, V' et I'autre

terme peut étre majoré par une constante C' du fait du caracteére analytique de ¢ et b(x). O
La principale majoration est la suivante sur les composées des opérateurs B, :

Lemme 24. Pour U et V suffisamment petits, il existe des constantes Cyy et C telles que pour tout
n=ny--n,,r>1 ona:
| Ba || < rlCRYCT, (6.9)
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v
\ _ _ 1 v — J
ou|nl|=[ni|+-+|n |, etni=(n;,....,nY), | ni |—an
7j=1
Ce Lemme suit le précédent reliant la norme de By a la norme de B,,,, i =1,...,7.

Lemme 25. Pour toutn=nqy---n,, r>1, ona:
| Bu |[< 71| By || -+ || Bn, | C"- (6.10)

Nous n’avons pas trouvé de démonstrations de ces deux Lemmes dans la littérature, cependant
on renvoie a [32, Inégalité (3.10), p. 611] ou cette estimation est donnée aussi. En conséquence, dans
la suite, nous en donnons les démonstrations completes. Notre stratégie est de décomposer chaque
opérateur By, en des opérateurs différentiels plus petits qui peuvent étre facilement analysés.

La démonstration se fait de la maniere suivante. D’abord on utilise la coarborification afin de

construire des opérateurs Br sur des foréts définis par :

Ban= Y.  Br. (6.11)
T,nel(T)

Remarque 11. Une procédure standard pour obtenir un comoule coarborifé est la suivante : notons

X(R") l'espace des champs de vecteurs sur R, muni d’une structure standard pré-Lie donnée par :

(i fz&) > igj&' = i ( S fi(é)igj)> 0;.

j=1 \i=
On renvoie & [(3] pour un exposé sur les algebres pré-Lie.
Comme l'espace vectoriel de Ta est une algebre pré-Lie libre engendrée par A [11], il existe un

unique morphisme d’algébre pré-Lie B : Ta — x(RY) tel que B('e ) = B, pour a € A. Maintenant
les arbres engendrent Fa via le produit de Grossman-Larson #, obtenu a partir du coproduit de

Connes-Kreimer par dualité. Le comoule coarborifié est alors uniquement déterminé par :

Bt 4.4, == B, --- Bp, (6.12)
pour T4,..., T, € Ta.
Le principal résultat est le suivant qui apparait sans démonstration dans [32, Inégalité (3.11), p. 611] :
Lemme 26. Soit Br un comoule coarborifié construit & partir de By, ..., By,, alors on a :
r
| Br [|< H1 | Bn; | Corv- (6.13)
i=

Le résultat du Lemme 24 est une conséquence du fait que By se décompose en r! comoules arborfiés
Bp. Chacun d’eux satisfait I’estimation (6.13) on obtient donc (6.10). Mélangeant I’estimation (6.10)
avec (6.8), on obtient (6.9).

Maintenant démontrons le Lemme 26.
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Démonstration. Pour une forét donnée F' décorée par ni,...,n,, le comoule est de la forme explicite

suivante :

Bp = By, (2) [er—1[Bn,—1(2)er—2[ By, —2¢,—3[ - €1 [Bny ()] - ][] 0, (6.14)

oue € {Id,0,} et
,
lel=> =4 (6.15)
i=1

Maintenant on a pour tout ¢ € C{x} défini sur U et pour tout z € V' :
| Br(¢)(2) |< |Bn, (%) [er—1[Bn,—1(2)er—2[Bn, —26r—3[. . . €1[Bny (2)] ... ] | [ 056 |- (6.16)
Comme ¢ € C{z}, on a une majoration de | 95¢ | donnée par 'inégalité de Cauchy qui est :
M
050 |<]| e|l—=
356 1< ¢ 1

ot M := sup|p(x)| et R = (r1,...,m,) € (RT)? est tel que le polydisque centré en 2 de rayon r; dans
zeV
chaque direction est inclus dans V.

De plus pour chaque n € A(X), B,(z) est une fonction analytique, alors si ¢; = d,, on a
| 0u(By(2)) |<]| Bn || C, (6.17)

et donc
| €i[Bn(2)] [<]| Bn || C, (6.18)

pour n € A(X). On obtient alors par récurrence que :
| Bu, () [€r-1[Bn,~1(2)er—2[Bn, —2€r—3[. .. 1[Bny ()] .. ]| [ S CT] |l B, || - (6.19)
i=1

O]

Comme nous allons le voir, ces estimations des By, ne sont pas satisfaisantes pour démontrer
I’analycité de 'application de linéarisation sous les conditions de Brjuno.
6.2.3 Le cas de Poincaré - convergence sans arborification

Considérons le domaine de Poincaré : on suppose que le spectre de la partie linéaire, noté A =
(A,...,A) € C¥ est tel que 'enveloppe convexe des valeurs propres ne contienne pas 0. Dans ce cas,
il est facile de voir que le champ de vecteurs est non résonant et ainsi formellement conjugué a sa
partie linéaire mais on a de plus qu’il ne contient pas de petits diviseurs i.e. il existe une constante

C > 0 tel que pour tout mot n € A(X)* on a :
| w(n) |> C. (6.20)

On a ainsi le Théoreme classique de Poincaré :

Théoreme 6. Si un champ de vecteurs est tel que son spectre appartient au domaine de Poincaré et
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ne contient pas de petits diviseurs alors l'application linéarisante est analytique.

C’est une conséquence directe de la forme de I'application linéarisante en utilisant les estimations

précédentes et le Lemme suivant seulement valable en ’absence de petits diviseurs :

Lemme 27. Si le champ de vecteurs a son spectre dans le domaine de Poincaré et qu’il ne contient

pas de petits diviseurs alors le moule S® satisfait pour tout n € A(X)* :

1

n

(6.21)

ot C est la constante provenant de la condition de non existence de petits diviseurs (6.20).

Démonstration. La preuve vient directement de la forme explicite du moule S®. En effet, comme il
n’y a pas de petits diviseurs, il existe C' > 0 tel que | w(n) |> C pour tout n € A(X). De plus,
comme le spectre appartient au domaine de Poincaré, on peut supposer, & un changement de variables
linéaire pres, que toutes les valeurs propres ont leur partie réelle positive. En conséquence, pour tout

ne A(X)*, n=nj---n,, on peut supposer que

| w(n) |

v
=
]

€

B

’ (6.22)
> Re(w(n)) +--- + Re(w(n,)).

Par 'hypothese de non-existence de petits diviseurs, on a pour tout n € A(X) que Re (w(n)) > C.
Ainsi, on obtient pour tout n € A(X)*,

| w(n) |> ¢(n)C. (6.23)

En utilisant la forme explicite de S® on en déduit (6.21). O

Une conséquence du Lemme 20 est que I'inverse du moule S*® satisfait le méme type de majoration.
Afin de démontrer 'analycité de I’application linéarisante et de son inverse, on peut restreindre notre

attention aux sommes de la forme Z S"Bp. On a:
neA(X)*

Z San — Z Z San,
neA(X)* ) 7§) zn:eA(X)*,é(n)ﬂZ: p— (6.24)

r>0N>0 neA(X)*, £(n)=r, |n|=N

en utilisant les deux graduations, celle par la longueur et autre par la profondeur d’'un mot n € A(X)*.

En utilisant les estimations sur || By || et S™, on en déduit que :

>y > S"Bn <> 3 (C1Cu,)"CHly. (6.25)

r>0 N>0 neA(X)*,{(n)=r, |n|=N r>0N>0

Comme Cp,y peut étre arbitrairement petit pour U et V suffisamment petits, on déduit que :

>y > 5™ By < 0. (6.26)

r>0 N2>0neA(X)*,¢(n)=r,|n|=N
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Chapitre 6 : Arborification et convergence

Les mémes estimations démontrent aussi la convergence de l'inverse.

6.2.4 Le cas de Brjuno - convergence et arborification

La méme stratégie peut étre appliquée au cas de Brjuno. La condition diophantienne de Brjuno
controle les petits diviseurs et peut étre utilisée pour fournir des estimations sur le moule de linéari-

sation.

Lemme 28. 57 un champ de vecteurs est tel que son spectre satisfait la condition de Brjuno alors il

existe une constante C' > 0 telle que le moule S® satisfait pour tout n € A(X)* :
| 5™ |< ¢l (6.27)

On renvoie & [30, p. 94] et & [36, proposition 10, p. 45], pour plus de détails. Toutefois, contrairement
au cas de Poincaré, les estimations couplées avec les comoules ne sont pas suffisantes pour assurer
la convergence normale de I'application de linéarisation. En effet, on peut simplement montrer, en

utilisant les différentes inégalités, que :

N
[ 3 $"Ba < (rlCiChy ) (6.28)
neA(X)*, ¢(n)=r, |n|=N

ce qui ne permet pas de conclure sur la convergence.

La principale remarque est que les inégalités précédentes ne peuvent pas étre plus précises, si bien
que le théoréme de Brjuno est hors de portée dans le formalisme classique du calcul moulien. En effet,

I’approche directe posséde au moins deux points faibles :

— Premiérement, comme un comoule peut étre décomposé en des opérateurs plus petits, on ob-
tiendra alors des estimations plus fines sur les comoules arborifiés pour étudier les séries norma-

lisantes.

— Comme un comoule arborifié donné peut provenir de plusieurs comoules, il a pour coefficient le
coefficient correspond du moule arborifié. L’estimation de ce coefficient doit utiliser les propriétés

de symétries du moule S°.

La dualité entre arborification et coarborification implique 1’égalité suivante :

> S"Bn= > SEBj. (6.29)
nEA(X)* FE.FA(X)

Un regard naif sur cette égalité porte a croire que rien ne change. En effet, le r! disparait dans

Iégalité (6.28) puisque chaque comoule arborifié satisfait :

| BF |< CyyC7, (6.30)
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6.2 Structure de la démonstration du théoréme de Brjuno

mais une estimation directe du moule arborifié &2 donne :

|SE = 3 sm <, (6.31)

HEWQ(F)
si bien que l'on aurait simplement transféré le r! dans I’estimation du moule arborifié! La principale
remarque de Jean Ecalle est que ce phénomeéne pour I'estimation de moule arborifié n’arrive pas. Cela
n’est absolument pas trivial et provient de la préservation par arborification de I’équation fonctionnelle

définissant le moule de linéarisation :

Lemme 29 (Préservation d’identités polynomiales sous arborification). Sous la condition diophan-

tienne de Brjuno, le moule S® et son arborifié ST satisfont les identités polynomiales suivantes :

|Sm| < epelml,

(6.32)
|SZ’ < Clc|T‘>
ot cg et cq sont des constantes positives.
La preuve n’est pas donnée en détails dans [30] ot il est indiqué que cela provient d’un calcul fait
par Brjuno dans ([10], pp. 207-224) sans utiliser les moules. La structure d’un moule S*® provient di-

rectement de I’équation fonctionnelle le définissant. Comme cette équation est précisément invariante
par arborification par le Lemme 13, on obtient une structure similaire sur le moule arborifié et en
conséquence des estimations similaires. Une démonstration compléte est donnée dans [36], Proposition

10.

On utilise alors nos résultats sur la préservation d’identités polynomiales sous arborification et sur

le moule inverse pour montrer que :

> SLBj; H < (Clcﬁ,v)N : (6.33)
FeFa(xy, l(F)=r,p(F)=N

ce qui implique la convergence sur un voisinage suffisamment petit U. On obtient alors une démons-

tration complete du théoreme classique de Brjuno comme proposé par Jean Ecalle :

Théoréme 7 (Théoréme de Brjuno). Si un champ de vecteurs satisfait la condition de Brjuno, alors

Uapplication de linéarisation est analytique.
Il ne reste qu’a démontrer l'inégalité (6.33).

Démonstration. La partie de cette inégalité concernant les comoules coarborifiés vient directement de

larborification/coarborfication. En effet, le r! disparait naturellement et on a :
| Br [|< CTCHy (6.34)

L’estimation sur le moule S*® et son inverse n’est pas directe et vient de nos résultats. Comme rappelé

dans le Lemme 28, si le spectre A satisfait la condition de Brjuno alors il existe une constante C' > 0
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Chapitre 6 : Arborification et convergence

telle que pour un mot arbitraire n € A(X)* on a
| sm < clnl, (6.35)

En utilisant le Lemme fondamental on assure que l'inverse du moule arborifié S® satisfait aussi une

identité polynomiale. O
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Chapitre 7

Arborification et approche de Butcher
des schémas numériques de

Runge-Kutta

Ce chapitre est une premiére exploration des rapports existants entre arborification et I’émer-
gence de structures arborescentes dans les travaux de Butcher (voir [11]) sur les méthodes de Runge-
Kutta. On sait qu’au niveau algébrique, on retrouve bien les algebres de Hopf de Connes-Kreimer et les
divers éléments intervenant dans larborification (voir [66]). Nous décrivons ici une relation qui nous
semble plus directe entre ces différents objets. En particulier, la mise au point d’une condition d’ordre
effective pour une méthode numérique demande la comparaison du développement de Taylor et de
celui de la solution du systéme différentiel a un temps donné. Or, ’analyse de ce développement de
Taylor se fait via arborification a partir de I’écriture algorithmique sous forme de série a la Chen (on
pourra consulter [15]). Ce méme procédé permet de retrouver les différents éléments intervenant dans
I'étude des B-séries (voir[51]) appliquées aux méthodes de Runge-Kutta.

On notera que des travaux sur les méthodes de Runge-Kutta dans le cadre de la renormalisation ont
été déja entamé par Ch.Brouder, on pourra par exemple consulter [7]. D’autres travaux récents dans
cette direction sont aussi menés, on pourra notamment consulter les articles de [6] de G. Bogfjellmo,
R. Dahmen et A. Schmeding ou encore [5].

Ce chapitre doit étre vu comme une étape pour explorer 'utilisation de ’arborification dans différents
contextes ou entre en ligne de compte la question de la convergence de solution dont on possede une
écriture sous forme de série formelle. En particulier, ce travail doit étre mis en perspective avec les
résultats récents obtenus dans [28] sur les solutions d’équations différentielles stochastiques pour les-
quelles 'arborification doit fournir un bon cadre pour I’étude de la convergence et rejoindre ainsi les

travaux de Gubinelli ([50]) ou justement interviennent des arborescences.
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Chapitre 7 : Arborification et approche de Butcher des schémas numériques de Runge-Kutta

7.1 Solution d’une équation différentielle et automorphisme de sub-

stitution

d
Considérons un champ de vecteurs analytique Vy = 3 f;(.)9,, dans R? avec y = (y1,...,yq) € R?

=1
ou sa représentation sous forme de systeme différentiel dyL = fi(y) ot f: R% — R est une fonction

analytique.
Par les théoréemes classiques d’existence, il existe un flot noté p; associé tel que X.p; = ddt auquel

on associe ’automorphisme de substitution :
Définition 41. L’application ¢; : C{{y)) — C{{(x)) définie par :
wi(9) =go e
ou g € Cl[ly]] est Uautomorphisme de substitution associé au flot ¢, du champ V.

En particulier on remarque que si g = Id, on obtient précisément le flot mais pour cela il nous faut
une expression de cet automorphisme de substitution que 'on peut obtenir en utilisant le développe-

ment de Taylor intégral.

Théoréme 8. Le développement de Taylor de ;i est formellement donné par :

eilglW)i = gi o wi(y) =gi(y) + > _Tay Virlgil(y), i =1, ....d,

r>0

- (Id + > Tay Vir [Id]) l9i](y)-

r>0

ot Tay!" = Sardty---dt, = ';—T, avec A", le simplexe défini par A" = {(s1,...,8,) : 0 <51 <59 < -+ <
S,»St} etVfr :VfO"'OVf.
—_———

r fois
Démonstration. La démonstration se fait de maniére récursive. Soit g : R* — R? une fonction analy-

tique telle que g = (g1, ..., 94). La formulation intégrale de ’équation différentielle donne :

t d
gi o pi(y) = gi © e(y)]i=0 + / T[Qi o0 s, (y)]ds1,

agz d
=90 Sot |t 0o+ / Z 9081 d 51 [Wsl]j(y)dsl'

En utilisant le fait que o4 est le flot de dy = f(y), on obtient :

d
g0 00) = g0 el |35 D )

ZmO%@Wﬂ+A¥HMWMwﬂn
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7.2 Arborification de I'automorphisme de substitution

En itérant la formule sur V¢[g](ps, (y)), on a :

Vilol(ea®) = Vilal(ea@lamo + | - Vilgl(plu)ldse

On a:
d
g Vom0 = g‘; (el o)
! 2 . agz 891
Z - By, ayk (@52 (W) [ (@52 (Y)) i (052 (v)) + a—yj(gpsg(y))@—%(%g(y)) Feloss (@),

= Vf [Vf [gz” (‘Psg (y))

On obtient par itération :

ee(0) = 9@ limo + XVr o+ 0 Vilgligw)lio) [ dsi -+ ds,

r>1

Ce développement nous fournit un cadre naturel algébrique pour écrire 'automorphisme de sub-
stitution qui est celui de I'algebre des séries formelles construites sur les opérateurs différentiels V7.

Et on a I'identification naturelle entre les séries formelles a une variable et I’algebre générée par Vy :

K{(z)) — U(Vy)

= T Vio---0V,
Zarl‘ HZCLT fo oVy

r>0 r>0 h
r times

On considére ici un alphabet composé d’une unique lettre f noté A = {f}. L’ensemble des mots

sur A est alors :

AT ={f"}.

avec f" = f - f--- f qui est la simple concaténation de la lettre f.
—_——

r times

Définition 42. Le coefficient de la série [.dsi...ds, est un moule de A dans R que l'on notera

dans la suite Tay® tel que Tay” = Tay!" = Sardsi...ds,

7.2 Arborification de automorphisme de substitution

En suivant la procédure d’arborification sur I’expression de ’automorphisme de substitution par

un développement des composées des opérateurs Vy puis un regroupement de termes on peut alors
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Chapitre 7 : Arborification et approche de Butcher des schémas numériques de Runge-Kutta

réécrire la série indexée sur les arbres enracinés décorés par la lettre f de la maniere suivante :

o =Id+ Z TayEVF
FeFa

ou T'ay? est I'arborification du moule de Taylor et Vi est un opérateur différentiel provenant de la

décomposition des composées de Vy.

7.2.1 Arborification de V; et du moule T'ay*

On s’intéresse ici a la coarborification de I'opérateur différentiel Vy dans un premier temps puis a

Parborification du moule Tay® :

7.2.1.1 Arborification de 1}

Pour cette reformulation, il suffit d’expliciter les composées des V :

d d
VioVi=> £ fe(y)dy],
k=1

=1

d
= > £y fe()dy + 15 (w) fi(v)0;-
Gk=1
Il'y aici deux actions de Vy en tant qu’opérateur différentiel, une sur le coefficient de Vy et I'ordre sur
la dérivée partielle et qui ainsi augmente ’ordre de 'opérateur obtenu.
Cette action de V} sur les composées Vo ...oV} consiste en une greffe d’un point sur un des sommets
des arbres/foréts dans Vy o...o Vy. On a ainsi une représentation naturelle sous forme d’arbre ou les

deux actions se traduisent différemment.
Dans le cas de Vy o Vy, I’action de Vy sur f(y) se représente par I’arbre

:

et 'opérateur différentiel d’ordre 1 associé s’écrit V, , tandis que I'action de V; sur la dérivée partielle
°

Oy est représentée par une forét :

ee que ’on peut aussi noter e P o

et U'opérateur différentiel d’ordre 2 associé est noté Vee.

Ainsi l'action sur le coefficient laisse 'ordre de 'opérateur différentiel invariant mais ajoute un
sommet a I’arbre par greffe alors que 'action sur la dérivée partielle augmente 1’ordre en ajoutant une
composante a la forét.

Cela nous amene naturellement a définir ’ordre d’une forét :

Définition 43. L’ordre d’une forét F = F1 @ ---® F), est le nombre d’arbres enracinés la constituant.

On le note |F|=|F1 & --- & F,| =n.
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7.2 Arborification de I'automorphisme de substitution

Lemme 30. Si une forét ' est d’ordre n, alors lopérateur différentiel Vi est d’ordre n.

Une conséquence de ce lemme est alors la réécriture par arborification du flot de I’équation diffé-

rentielle :

Lemme 31. Le flot de l’équation différentiel peut s’écrire par arborification comme une série sur les

arbres et non sur les foréts de la maniére suivante :

i (id) = ¢ = id + Z TayZVT[id]
TeTA
Démonstration. La preuve réside dans le fait que tout opérateur différentiel Vi d’ordre supérieur ou
égal a 2 s’annule si on 'applique a l'identité Vg [id] = 0. On considére donc seulement les foréts d’ordre

|F| = 1 autrement dit les arbres enracinés. O

7.2.1.2 Sur ’arborification du moule Tay®

Comme nous ’avons écrit dans les chapitres précédents, 'arborification d’un moule et en particulier

du moule Tay® est donnée par :

Tayz = Z Tay:.
fremo(T)

L’application 7y préserve la longueur donc ¢(f*) = ¢(T) Vi € {1,...,L(T)} ot L(T) est le nombre

d’extensions linéaires de 1" ainsi le moule qui ne dépend que de la longueur du mot sur lequel il est

évalué et son arborifié est donné par :

Lemme 32. Le moule Tay® défini par Tay™ = % ou T est la longueur de n admet pour moule arborfié :

TayL = L(T) x —

ot T est un arbre de longueur r.

7.2.2 Codage des arbres : ’approche de Butcher

Nous allons ici montrer comment Butcher dans ses travaux (voir [11]) décore ses arbres. Il fait
apparaitre explicitement les dérivées des composantes de la fonction f. Commencons par un exemple

simple :

Exemple 12. Considérons la composition de trois opérateurs V¢, alors on a :

d
Vio (Vio V) =Vi( Y. fi(m)dyfr(y)y + fi(y) fe(y)0)),
k=1
d

= > W0y i)y fr()0y + fi() f5()0; fe()Dy + 2fi(y) f5 ()0, fr(y) O

i k=1

+ )0y f5 W) frW)O2 + Fi(y) £ (y) fu(y) 2.
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Chapitre 7 : Arborification et approche de Butcher des schémas numériques de Runge-Kutta

Chaque terme peut étre alors encodé par un arbre de la maniére suivante :

FiW)0y )3y fr(y)dy  [i(y) ;)05 f(W)y  fi(y) f5(v)Dy fr(y)D;
fi
!

f%hI ﬁ\vfh £ I i%ﬁI

By fi 02 fi o fe fi

ou e Ji

Fi)ou i) few)02  fi(w)f5 (W) fu(y) 03
Oy f fi

fi ;1 ou Oy f; f.k ]:z fi f.k

Définition 44. On note Deco la décoration construite sur l'alphabet A = {f} telle que pour chaque
feuille Fe d’un arbre T' on ait Deco(Fe) = f. Ainsi si un nombre v(s) € N branches sont issues d’un

sommet v alors la décoration s alors Deco(s) = f*(9).
Cela montre le lemme suivant :

Lemme 33. L’opérateur Vr associé a un arbre T peut s’écrire de la maniére suivante :

Vr = H Deco(s)0y.

sommet s€T

Par une simple application a I’identité de Vr, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 1. Soit Vi un opérateur associé a un arbre T alors on a :

Vr[lId] = H Deco(s).

sommet s€T

Remarque 12. Le codage de Butcher utilise la formule de Fad Di Bruno donnant la dérivée a tout

ordre de la composée de fonctions .
Ce codage amene alors a la formulation de la solution exacte donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 9. Le développement de Taylor de la solution exacte ¢ l’ordre n en ty est donné par :

ylto+ 1) = y(to) + S H S a(D)F(y(te)) + 6",
i=1 TETA
oT)=i

64
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ot on définit les quantités o(T) , yv(T) et F(T) de la maniére suivante :

!
o(T)(T)’

— sil'arbre T est vu comme la greffe de m arbres en la racine, noté T = [T1...Tp,]

— a(T) est un entier naturel dont ’expression est

alors la quantité v d’un arbre est y(T') = |y|v(T1)...v(Tm),

—o(T) est le coefficient de symétrie d’un arbre et est défini comme le nombre de bijections d’un arbre

donné, dont on a une expression pour un arbre T = [T{" ... T."*] vu comme la greffe de m; répétitions de
=1
Uarbre T; en la racine alors o(T) = Hmia(Ti)mi,
k

— F(T)(yo) est la dérivée élémentaire associée a l’arbre T' correspondant a l'action de l'opérateur Déco

sur les arbres munis de la décoration de Butcher.

On pourra consulter [51, p.53].

L’important ici est de remarquer que la décoration, bien que différente, ne modifie rien a ’approche

puisqu’elle découle en fait naturellement de ’arborification et on a exactement les mémes structures

algébriques.

7.3 Approche de Butcher des schémas de Runge-Kutta et arborifi-

cation

Dans cette section nous discutons de I’approche du schéma numérique de Runge-Kutta et de notre
démarche par arborification. On souhaite montrer dans cette section que les structures introduites
ainsi que les quantités associées aux arbres ne sont pas inhérentes au probleme des schémas numé-
riques mais proviennent du cadre plus large qu’est celui de I’arborification.

Dans un premier temps on explique la démarche a suivre par arborification pour arriver ensuite aux
résultats de Butcher sur les schémas et 1’écriture de la solution numérique.

On conclut sur 'apport de ce type d’approche pour le calcul d’ordre d’'une méthode numérique.

Commencons par rappeler la définition d’un schéma de Runge-Kutta énoncé dans [20, p. 237] :

Définition 45. Une méthode de Runge-Kutta d s étages est un schéma numérique @ un pas donné

par :

S
yn,j = Yn + hzaj,kf(yn,k)a .7 = 17 cey S,
k=1

Ynt+1 = Yn + hzbjf(yn,j);
j=1

ot ajy et b; sont des réels et h est le pas de la méthode.
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En formulant ce schéma sous forme continue on est amené a considérer les fonctions suivantes :

S
k=1
pour j = 1 a s qui correspondent aux y, ;. Le flot du schéma de Runge-Kutta quant & lui est donné

par :

s
dric(y,h) =y +hY_b;f(u;(y, h)).
j=1

Ici le point intéressant est le terme f(ug(y,h)) dans expression de ¢prx qui correspond a 'auto-
morphisme de substitution associé a u; et appliqué en f.
Pour écrire explicitement cet automorphisme nous devons faire le développement de Taylor de u; par
rapport a h cependant ici et contrairement aux cas des chapitres précédents nous avons affaire a un
systéme différentiel non autonome, autrement dit les fonctions u; dépendent explicitement du pas h
ce qui augmente la complexité des calculs pour expliciter les itérations d’un champ de vecteurs V;
comme dans la partie précédente.

Ainsi si on calcule la dérivée de u; par rapport a h on obtient :

du; 5 5 duy .
dffj(y, h) = ajnf(ur(y, h)) +hY_a;r0u, f (ur(y, h))%v J=1..s
k=1 k=1
On obtient donc des formules implicites ot dans chaque ligne 7 on a la dérivée ‘sﬁ (y, h) qui apparait

o 4o s du; . .
ainsi que les autres dérivées %(y, h) pour j # i.
Pour suivre la méthode d’arborification nous souhaitons récupérer un champ de vecteurs, il faut donc
résoudre le systéme par rapport aux dérivées %(y, h) pour en obtenir des formules ne dépendant pas

de ces mémes dérivées. Par exemple :

Exemple 13. Pour un schéma de Runge-Kutta a un étage i.e s=1, on a :

duq . duq
%(y7 h) - al,lf(ul(y7 h)) + hal,laulf(ul) dh (ya h)7
en regroupant les dérivées on obtient :
du1
(1- hal,lamf(ul))%(ya h) = a1 f(ui(y,h)),
en supposant h suffisant petit, on obtient :
du1 1
—(y,h) = h)).
dh (y7 ) (1 _ hal’laulf(ul))al,lf(ul(y7 ))

On considére alors le champ de vecteurs X = mamﬂul (y, h))Ou, +0n ot le second terme

Oy, vient du fait que 'on travaille sur des systémes non autonomes.

En généralisant & un nombre arbitraire d’étages, la formulation des champs se complique rapide-

ment et sera la prochaine étape pour étudier leurs itérations.
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Un premier objectif sera donc de savoir si les deux théorémes suivant que 'on trouve dans [51]
peuvent étre obtenus par arborification, le premier Théoréme ([51, Théoreme 1.5 p.56]) est obtenu en
dérivant itérativement par rapport a h puis en évaluant en h = 0, on obtient le Théoréme suivant [51,
Théoreme 1.4, p.55] :

Théoréme 10. La dérivée q — ieme de la solution numérique de Runge-Kutta ¢rx en h =0 a pour

expression :

Pftkli=o = 32 AT)T)HT)F(T)(y0).
TeTA

ot ¢(T') est appelé poids élémentaire associé a l'arbre T' et est obtenu en décorant chaque sommet d’un
indice de sommation (i étant la racine) alors ¢(T) est la somme sur tous les indices de sommation des
produits composés de b; et des facteurs a;j pour chaque sommet j directement relié par une branche
au sommet 7j.
Exemple 14. Donnons un exemple de calcul de poids élémentaire. Prenons l’arbre T :V alors nous
allons de décorer de différents indices de la maniére suivante :

J

k T\/ l

i alors le poids élémentaire de ¢p(T) = bia; ja; kai
,7,k,1=1

L’intérét de ces formulations est alors de pouvoir comparer jusqu’a un ordre donné du développe-
ment les solutions de I’équation différentielle de départ et de I’équation discrétisée par un schéma de
Runge-Kutta afin de récupérer des conditions d’ordre sur le schéma numérique. Ceci s’exprime par le

théoreme suivant que l'on trouvera p.56 de [51] :

Théoreme 11. Une méthode de Runge-Kutta est d’ordre p si et seulement

o(T) = ,Y(l)

pour tout arbre T tel que £(T) < p.

Démonstration. La démonstration repose simplement sur ’égalité entre le développement de Tay-
lor de la solution exacte et de la solution de Runge-Kutta en utilisant I'indépendance des dérivées

élémentaires, ce qui est démontrée dans [51]. O

L’arborification ici n’apporte pas de nouveaux résultats, cependant, il est a noter qu’elle permet de
replacer toutes ces approches dans un unique et méme cadre ol I’on souhaite récupérer la convergence
d’objets, allant du flot d’une équation différentielle ou d’un schéma numérique associé aux changements

de variables en passant par 1’écriture.

67



Chapitre 7 : Arborification et approche de Butcher des schémas numériques de Runge-Kutta

68



Chapitre 8

Conclusion et perspectives

L’arborification ne se restreint pas uniquement a 1’étude de la normalisation de champs de vecteurs
(ou de difféomorphismes). Des problémes reliés a la convergence de séries non commutatives arrivent de
la méme maniére dans différents domaines des mathématiques. Comme nous ’avons vu, on peut aussi
I’appliquer a I’étude des schémas numériques de Runge-Kutta correspondant a ’approche de Butcher.
Ce travail n’est qu’une premiere approche mais permettrait sous réserve des bonnes formulations de
récupérer une partie des résultats de Butcher. Les méthodes de ce dernier font apparaitre une structure
de groupe sur les schémas de Runge-Kutta, a savoir que la composition de flots de deux schémas de
Runge-Kutta est encore le flot d’'un schéma de Runge-Kutta. Pour cela il faut identifier la nature des
opérations sur les coefficients de la méthode et ceci est formulé a travers 'utilisation des B-séries et
semble pouvoir naturellement s’exprimer via les moules.

De plus dans la démarche d’arborification que nous utilisons ici, on consideére la fonction f définissant
notre systéme différentiel sans aucune décomposition. De la méme maniére que pour les champs
de vecteurs analytiques ou polynomiaux, une démarche naturelle sans besoin d’introduction d’outils
supplémentaires serait de décomposer f en la somme de ses composantes homogenes.

Cette question a déja été soulevé par Murua et Sanz Serna dans ses articles [(6] cependant elle apparait
ici comme une simple extension de 'arborification en utilisant plus champs au lieu d’un seul.

Si les algebres de Hopf permettent de récupérer les résultats sur les structures et la manipulation des
séries, on perd de vue l'origine du probleme qui lui est analytique. C’est en particulier vrai dans les
articles récents de Gubinelli [50] sur les équations différentielles stochastiques, les travaux de Y. Bruned,
C. Curry et K. Ebrahimi-Fard sur la renormalisation des équations différentielles rugueuses [3] ou
encore ceux de Martin Hairer [9] sur les équations aux dérivées partielles stochastiques, des structures
arborescentes similaires apparaissent. Une perspective serait alors d’appliquer 'arborification a ces
équations de nature différente permettant d’unifier le point de vue en une procédure complétement
générale que serait ’arborification.

Enfin une derniére question qui nous a été posé par F. Menous serait de savoir comment étendre ces
résultats au cas des séries de la classe Gevrey. Plus précisément pourrait-on retrouver les résultats sur

le transfert de normes d’un moule au moule arborescent dans le cas des séries Gevrey.
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probleme du centre isochrone et
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Chapitre 9

Introduction

Dans cette partie, nous étudions les centres de systémes Hamiltoniens polynomiaux dans le cas
réel. En particulier on se concentre sur les centres isochrones. Notre principal intérét est la conjecture
suivante énoncée par Jarque et Villadelprat dans [55]. Soit X un champ de vecteurs polynomial

Hamiltonien réel de la forme :

X(z,y) = —8,H(x,y)0s + 0, H(x,y)d,, (z,y) € R?

ol H(z,y) est un polynéme réel en les variables x et y. Le degré maximal des polynémes 0, H et 0y H

est le degré du champ de vecteurs Hamiltonien.

Conjecture 2. Tout centre d’un systeme polynomial Hamiltonien planaire de degré pair est non

isochrone.

La conjecture est vraie dans le cas de systémes quadratiques grace aux résultats de Loud dans [59]
et dans le cas quartique par un résultat de Jarque-Villadelprat dans [55]. La démonstration de Jarque
et Villadelprat est basée sur une étude attentive des ensembles de bifurcations et semble difficile a
étendre en degré arbitraire. La conjecture est ouverte dans les autres cas en dépit des résultats partiels
dans cette direction obtenus par B. Schuman dans [78], [79] utilisant le calcul explicite des premiers
coefficients de la forme normale de Birkhoff et Chen, etc [16] qui ont démontré ce qu’ils appellent une
version faible de la conjecture, c’est-a-dire tout champ de vecteurs ayant seulement des composantes

paires est non isochrone.

Des stratégies différentes peuvent étre utilisées pour aller plus loin dans la résolution de cette
conjecture. Une premiere classe de méthodes peut étre appelée géométrique, ces méthodes sont liées
a certaines caractéristiques spéciales des Hamiltoniens ou des centres isochrones. On peut mentionner
par exemple les travaux de L.Gavrilov [11] et P.Mardesic, C.Rousseau et B.Toni [(4]. Jusqu'a présent
ces méthodes n’ont pas permis de reproduire certains résultats particuliers obtenus par B.Schuman
[78], [79] pour des classes de champs de vecteurs polynomiaux en degrés arbitraires. Les autres mé-
thodes peuvent étre appelées analytiques et elles utilisent toutes plus ou moins le calcul de quantités
qui sont obtenues algorithmiquement comme les constantes de périodes [33] et les coefficients de formes
normales [25] (on pourra aussi consulter [39]). Toutefois de telles méthodes sont généralement difficiles

@ étendre lorsque 'on traite avec des champs de vecteurs en degrés arbritraires (voir par exemple [55]

75



Chapitre 9 : Introduction

p.337). C’est en effet le cas si I'on ne dispose pas d’informations sur la structure algébrique de ces
coefficients. On est alors amené a calculer des bases de Grobner ou & utiliser des méthodes d’élimina-
tion. On est cependant rapidement limité par la complexité calculatoire et les capacités de mémoire

nécessaires pour réaliser ces calculs. Les méthodes existantes sont restreintes aux polynémes de degré 5.

Un probléeme naturel est alors de chercher des méthodes permettant de surpasser ces limitations
techniques. Toutefois, on peut efficacement obtenir plus d’informations sur la structure de ces coeffi-

cients. L’idée est de séparer dans les coefficients ce qui est universel de ce qui ne I'est pas.

9.1 Principaux résultats

Dans ces chapitres, on étudie ce probléme en utilisant le formalisme des moules introduit par Jean

Ecalle (voir [29]) et un objet particulier attaché a un champ de vecteurs appelé la correction définie
par Ecalle et Vallet dans [34]. En particulier, on obtient une réponse partielle a la conjecture en degrés
arbitraires.

Il est bien connu que l'isochronisme d’un centre réel est équivalent & la linéarisabilité (voir [13,
Théoreme 3.3 p.12]). La principale propriété de la correction est qu’elle donne des critéres tres utiles de
linéarisation. En effet, un champ de vecteurs est linéarisable si et seulement si sa correction est nulle.
Comme la correction possede une forme algorithmique et explicite qui est facilement calculable en
utilisant le calcul moulien, on est en capacité de donner plus d’informations sur I’ensemble isochrone.

Cette stratégie a été déja utilisée par J. Cresson dans [22].

Dans la suite, on utilise la représentation complexe classique d’un champ de vecteurs réel (voir
[57]). Notons Xy, = i(20y —x0z) et X, = Pp(x,z)0y + P, (x,Z) avec € C, P, un polynéme homogene
r o
de degré r, P.(z,z) = > pr—j_1 ;2" 727.
j=0
Théoréeme 12. Soit X un champ de vecteurs Hamiltonien réel non trivial de degré pair 2n de la

forme :
2n

X = Xlin + ZXT
r=2

Si X satisfait 'une des conditions suivantes :
a) il existe un entier r, 1 <r <n—1 tel que p;; =0 pouri=1,...7m —1 et Im(p,,) >0,
b) pii =0 pouri=1,...,n—1,

alors le champ de vecteurs est non isochrone.
En conséquence de ce théoréme, on en déduit que :

X = Xjin + Xo,
X = Xpin + Xo + X3+ Xy avec p11 > 0,
X=Xpin+Xo+ X3+ Xy + X5+ Xgavecp1 >0o0rp;1=0et pro >0,
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ne sont pas isochrones.

En corollaire, on obtient la version faible de la conjecture de Jarque-Villadelprat démontrée par

X.Chen et al. [16] :

Corollaire 2 (Conjecture faible de Jarque-Villadelprat). Soit X un champ de vecteurs Hamiltonien

réel non trivial de degré pair 2n de la forme
X = Xiin + Xo+ Xy + -+ Xop,

alors X est non isochrone.

La preuve vient facilement du Théoréme 12 car pour tout ¢ = 1,...,n — 1, on a p;; = 0 par non

existence de composante impaire.

Théoréme 13. Soit X un champ de vecteurs Hamiltonien réel non trivial de la forme :

X = Xjin + X + -+ + X,

pour k> 2 etl <k —1. Alors X est non isochrone.

En utilisant ce dernier théoréme, sans condition on obtient que :

X = Xpin + Xo,
X = Xpin + X3+ Xy,
X = Xy + X4 + X5 + X,

ou encore

92
X =Xiin+ > X,
=T

sont non isochrones. On voit que le Théoréeme 12 et le Théoréme 13 sont complémentaires.

Mixant les preuves des Théoremes 12 et 13 on obtient :

Théoréeme 14. Soit X un champ de vecteurs Hamiltonien polynomial réel non trivial de la forme :
X =Xiin+ X+ +Xut ), D X

n=1 j=cn

ouk >2,1<k—1 etla suite ¢, est définie par : ¢c; = 4l et Yn > 2, ¢, = 4(cn—1 — 1), alors X est

non isochrone.
Un premier exemple de champ de vecteurs non isochrone donné par ce dernier théoreme est :

X = Xjin + Xo+ Xy + X5 + Xg.
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Théoréme 15. Soient k > 2 et l < k—1, un champ de vecteurs Hamiltonien polynomial réel noté X

est de l'une de deux formes suivantes :

r4+n
0) X = Xijn + Xp+ -+ Xy + Xopg1 + Y Xom,
m=r
our>20+2 et Im(py) >0 ou
r+n
i6) X = Xyjn X+ 4+ Xog+ X1+ D X,
m=r

ot Xop est non trivial, r > 41, avec Im(py—121—1) > 0, sont non isochrones.

En utilisant le Théoréeme 15 et le Théoreéme 14, on peut facilement en déduire le résultat classique

que les perturbations homogenes d’un centre linéaire sont non isochrones (voir [77]) aussi bien que ses
généralisations (voir [79], [22]).
9.2 Plan

Dans le chapitre 10, suivant J. Ecalle et B. Vallet [34], on donne la définition de la correction

d’un champ de vecteurs et on rappelle certaines de ses propriétés. On s’intéresse ensuite plus particu-
lierement & la correction de champs de vecteurs polynomiaux. On rappelle sa formule explicite nous

permettant d’analyser sa structure.

Dans le chapitre 11, on démontre que I’ensemble des centres isochrones Hamiltoniens est une va-
riété affine qui peut étre explicitement décrite. On démontre aussi que cette variété est invariante sous

une action non triviale du tore.

Le chapitre 12 permettra de définir et étudier la complexité géométrique de conditions de centre
isochrone. Le role joué par plusieurs idéaux de Lie engendrés par les comoules est discuté en interaction
avec le moule universel de la correction. Cette stratégie entre dans le programme général proposé par
J.Ecalle et D.Schlomiuk dans [31] pour étudier la taille et la séparation de certains idéaux de Lie dans

le probléme de linéarisation.

Dans le chapitre 13, on donne les preuves de nos principaux résultats ainsi que certains lemmes

techniques.

On terminera cette partie en donnant quelques perspectives de ce travail.
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Chapitre 10
Correction de champs de vecteurs

L’objectif de ce chapitre est de faire une étude détaillée de la correction pour 'utiliser dans le cadre
de la conjecture de Jarque-Villadelprat. Ainsi, on commence par redonner la définition de la correction
d’un champ de vecteurs analytiques et la formule de la variance ([34]) permettant de donner ensuite
des calculs explicites du moule.

On rappelle la définition de la forme préparée ainsi que comment ’obtenir dans le cas d’un champ de
vecteurs polynomial. On introduit la notion de profondeur d’un mot (et d’un champ de vecteurs). Ceci
nous permet de réécrire la correction par un regroupement de termes homogenes pour la profondeur.
En remarquant que 1'on peut uniquement se concentrer sur les profondeurs paires dans le cas d'un
champ de vecteurs Hamiltonien polynomial réel, on simplifie I’étude de la correction pour la conjecture
de Jarque-Villdelprat. De cette maniére, on obtient plusieurs lemmes et théoremes en section 10.3 qui
répondent a la plupart des cas de la conjecture.

On conclut ce chapitre en donnant des exemples de composantes de la correction des champs
quadratique, cubique et quartique en profondeur 2 et 4. Ce chapitre permet de voir que les conditions
de linéarisation sont des relations polynomiales que 'on étudiera plus précisément dans le chapitre
suivant. Le point essentiel ici est qu’a I'inverse du chapitre 12, on étudie 'interaction entre le
moule et le comoule, ceci nous permet d’obtenir des conditions plus fortes et contraignantes sur la

linéarisation.

10.1 Introduction a la correction de champs de vecteurs

Dans cette section, on rappelle la définition de la correction de champs de vecteurs suivant les
travaux de J.Ecalle et B.Vallet [34]. En particulier, on donne le développement moulien de la correction,
qui joue un réle central dans notre approche de I’étude de la linéarisation. Il est a noter que tous les

calculs peuvent étre réalisés en dimension arbitraire.

10.1.1 Définition de la correction

Soit X un champ de vecteurs analytique sur C” en 0 :

X = Z Xj(l‘)axj

1<j<v
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avec X;(0) =0 et X;(x) € C{x}. On peut écrire le champ de vecteurs X sous sa forme préparée :

Définition 46. Un champ de vecteurs X est dit sous forme préparée s’il est donné par :

neA(X)

ou Xyip est la partie linéaire de X de la forme Xyn = 3> \jxj0y; et By des opérateurs différentiels
J

homogénes de degré n dans un ensemble donné A(X) complétement défini par X.

Du point de vue de I’Analyse, les opérateurs différentiels homogénes sont plus manipulables. Un
opérateur B,, est dit homogene de degré n = (n1,nz) si pour tout monoéme z'y* on a B, (z'y*) =
Bl gmtlynatk ayec phk ¢ C.

Dans [31], J. Ecalle et B. Vallet introduisent la correction de champ de vecteurs suivant des travaux
antérieurs de G. Gallavotti [10] et H. Eliasson [35] dans le cas Hamiltonien.
Notation 2. On note A ~ B si les champs de vecteurs A et B sont formellement conjugués.

Considérons un champ de vecteurs dans sa forme préparée. La correction est définie comme la

solution du probleme suivant ([34], p.258) :

Définition 47. Soit X un champ de vecteurs et Xy;, sa partie linéaire. Trouver un champ de vecteurs

local Z tel que :

X~ Z ~ X,
[ Xiin, Z] = 0.
Alors le champ de vecteurs Z, solution de ce probléme, est la correction du champ X.

Dans [34], J. Ecalle et B. Vallet démontrent que la correction de champs de vecteurs admet un
développement moulien. Précisément, notons A (X)* I’ensemble des mots construits sur les lettres de

A (X) utilisant le morphisme de concaténation conc sur les lettres :

conc: A(X)P — A(X)*

(N1, .., np) H> Ny - N - My

pour tout entier p.

Dans la suite, un mot est noté nq - no---ny, ou ning - - - Ny
Remarque 13. La longueur du mot ny ---ny est p. L’unique mot de longueur 0 est noté (.

Définition 48. L’ensemble A(X)* est composé de tous les mots de toutes les longueurs, c’est-a-dire,
sim € A(X)*, il existe un entier p > 0 tel que n = conc(ny,...,np) ot n; € A(X) pour j =1,..,p.

On note AP(X) l’ensemble des mots de longueur p.
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Pour tout n =n; ---n, € A(X)*, on note :
B,=DB, 0---0B,,.
La correction peut étre écrite sous la forme ([34, Lemme 3.2 p.267])

Carr(X) = Z Carr™ By,
neA(X)*

ou plus simplement Carr(X) = > Carr®B, suivant les notations de J. Ecalle.
L]
Le point principal est que le moule C'arr® peut étre calculé algorithmiquement en utilisant une
formule de récurrence sur la longueur des mots. Précisément pour tout n € A(X), notons w(n) la

quantité :
w(n) = (n,A),

ou (.,.) est le produit scalaire usuel de C™ et A est le spectre de Xj;;,. On peut étendre w en un
morphisme de (A (X)*, conc) vers (C,+). La quantité w(n) est appelée poids de la lettre n.
Le théoréme suivant, donné dans [34, formule 3.42]), permet un calcul explicite du moule de la

correction par récurrence :

Théoréme 16 (Formule de la variance). Le moule de la correction est défini pour tout mot m =

nyi---n. par la formule :

w(ng)Carr™ 2 4 Capplmitnelns-ne _ Z Carr™°Carr®.

nibe=n

La preuve de ce théoréme est non triviale, elle vient de la formule de variance d’'un champ de vec-
teurs discutée dans [34, Proposition 3.1 p.270]. La variance d’un champ de vecteurs donne plusieurs

maniéres de calculer le moule de la correction.

On donne une démonstration des principales formules, en particulier le rapport variance-correction

en Annexes.
La principale conséquence du théoreme précédent est le caractére universel du moule de la correc-
tion. Précisément, en suivant la définition de 1'universalité utilisée dans [21], on a :

Théoréme 17 (Universalité du moule de la correction). Il existe une famille a paramétre de fonctions
complexes C. : D, C C" — C, r € N telles que pour tout X le moule de la correction Carr® définie
sur A(X)* est donné pour tout n € A(X)* tel que {(n) =7, r € N et w(n) =0 par :

Carr™ = Cr(w(ny), ..., w(ng.)). (10.1)

Cette propriété est fondamentale concernant notre probleme car le calcul de ces coefficients est

fait une fois pour toute et ne dépend pas de la valeur des coefficients des polynémes mais de ’alpha-
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bet engendré par le champ de vecteurs. A notre connaissance seul le formalisme moulien est capable
de produire un tel type de coefficients permettant d’écrire la correction (ce qui n’est pas le cas par

exemple avec le cadre classique de Lie).

Dans la suite, on donne les expressions explicites de C1, Cy et Cs.

10.1.2 Le moule de la correction

Le théoreme suivant concerne précisément les longueurs 1,2 et 3 :

Définition 49. Les fonctions universelles de correction C,. : C" — C, r = 1,2,3 sont définies par :

1
1 siz; =0, —-— siz1+20=0,21 #0,
01(21) = . Cg(zl, ZQ) = Z1 (10.2)
0 sinon. 0 Sinon.
! i + z9 + 0 #0 + 20 #0
T S1 21 ) z3 =Y, 21 y 21 ) )
03(21, 292, 23) = 21(21 + 22) (10.3)
0 sinon.

La preuve est basée sur les calculs explicites qui sont résumés par le Lemme suivant. Les preuves
sont données en Appendice.

On peut remarquer que les valeurs du moule de la correction dépendent du poids des lettres. De plus,
Définition 50. Un mot n € A(X)* est dit résonant si w(n) = 0.

Lemme 34. Le moule Carr® vérifie :
1) Carr? =0,
2) Si n n’est pas résonant, Carr™ =0,

3) Sin=ni---n, est tel qu’il existe j satisfaisant w(n;) =0 alors Carr™ = 0.
De plus, on a :

Lemme 35. 1) Siw(n) =0, Carr™ =1,

2) Siw(ny -n2) =0 avec w(ng) = —w(ng) #0, on a Carr™m™ = — 1

w(n1)’
nin2ng _ 1
w(n1)(w(n1)+w(nz))

3) Siw(ny-ng-ng) =0 avec w(n;) =035=1,2,3, on a Carr

Les démonstrations des Lemmes 34 et 35 sont données en annexe de ce manuscrit.

10.1.3 Quelques calculs du moule de la correction

Considérons le cas quadratique :
X = Xpin + Xo, (10.4)

ou Xy, est diagonal de spectre (i, —1).

L’alphabet engendré par Xs est donné par :

A(X) = {n1 = (1,0), n_y = (0,1), ng = (2, -1), n_3 = (—1,2)}. (10.5)
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Toutes les lettres de A(X) sont non résonantes donc le moule de la correction s’annule en longueur

1. Cependant en longueur 2, des combinaisons résonantes sont possibles. On a :

Mot n Carr™

n-n— 7

n_i-ni —1

ng-n_s %

n_s-nsg 3

En longueur 4, le moule de la correction est donné par :

Mot n Carr™ Mot n Carr™
n_g-n_3-ns-ns ﬁ ny-n—3-n—_1-ns %Z
n_g-n_i1-nip-ns %21 ny-n—3-ni-ni —71
n_g-n_i-ngon | s ni-n-z-nz-n-1 | g
N_g- N1 N_1- N3 é Ny -MN_1 -N_3 N3 0
n_sg-nip-ni-ni % n-m—1-nN—-1-N1 0
n_g-nyg-n3g-n_q %z ny-n—1-n1-N_q —1
n_3-ng-n—-3-ns % ny-NnN—1-NnN3-N-3 0
n_g-ng-n_—i-ni 0 ny-nip-nN_3-njy %
N_3-N3 N1 N_1 0 ny-MN1-N—1- N1 %
n_sz-ng-n3-n_s 0 ny-mnip-nip-nN_3 %Z
n_i1-n_—3-ni-ns ﬁ ny-ng-nN_3-n_q ﬁ
n-i-nN-3-n3g-n % ny-n3g-mn—-1-N-3 %
nN—i1-N—-1-N-1-M3 % n3g-nN—_3-nN-_-3-n3 0
n_q1-n_1-n1-n %l ng-N_3-N_1-N1 0
n_i1-Nn—-1-NnN3-N_-1 _72 ng-n—_3-nip-n_—q 0
n_i1-ny1-n—_3-ns 0 ng-n_3-n3-n_3 %72
n_i1-Nny-n—1-ni ) ng-nm—1-n_3-ny %
n_1-N1-N1-N-1 0 ng-nmn—i1-n—_1-N_1 %Z
n—i1-N1-N3-N_3 0 ng-n—1-N1-N_3 %Z
nN-1-nN3-nN-3-n %i ng-ni-n-3-n-—1 %QZ
n_y-ng-n—i1-n_1 % ng-nip-n—_1-nN_3 ﬁ
n-i-ng-nip-n-3 % ng-n3-n-3-n-3 5L4

Un module Maple permettant de calculer le moule de la correction est donné en Annexe.

10.2 Correction d’un champ de vecteurs polynomial

10.2.1 Forme préparée et alphabet
Soit X un champ de vecteurs polynomial dans C? de la forme :
X = Xijin + Pr($7 y)ax + QT($7 y)ay
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ou P, et (), sont des polynomes homogenes de degré r tels que :
r r
PT(JI, y) = Zpkflﬂ"*k$kyqqik7 QT‘(‘T7 y) = ZqTfk,kfl'frikyk.
k=0 k=0

Dans la suite, on décrit explicitement la forme préparée de X, ’ensemble A(X) et les opérateurs
!
By, pour un champ de vecteurs donné X de la forme X = Xy, + > X,
r=2
On peut écrire :

T

P,,«(x, y)&r + Qr(wa y>ay = E (pkfl,rkak_lyr_kxaz + QTfk,kfle_kyk_lyay) + p—l,ryTasc + QT,—lxraya
k=1
r

= (Op-1-1) + Ot —1)) + O(—1.5) + O —1),
P

avec

Ofh—1.r—1) = Pht,0—k" 1y F20,,

> “k, ke

Ot k1) = Gr—k k12" "y y0,,
O(—l,r) = p—l,ryraxy

O(r,fl) = QT,—leay-

On veut savoir s’il existe des opérateurs de méme degré parmi les opérateurs O,y »_y) et O~(r_ kk—1)-
Si c’est le cas, on peut alors les regrouper en un méme opérateur de la forme B,1 ,2) = x”ly”Q (p(n17n2)$8x+
Gt n2) Y0y )-
Pour cela, on doit résoudre :
k—1=r—kFk

ot k,k € {1,...,r}. Comme k € {1,....7}, r —k € {0,...,7 — 1} alors r —k 4+ 1 € {1,...,r}. Ainsi il
existe toujours des solutions et on a le lemme suivant :
Lemme 36. Pour tout r > 2, on peut associer un alphabet a un champ de vecteurs X,, noté A(X,)

donné par :

AX,) ={(r,-1), (-L,r), (k—1,7—k) aveck=1,...,7}.

De plus, on obtient de A(X,) l'ensemble noté B(X,) des opérateurs différentiels homogénes donnés

par la décomposition :

B(—l,r) = p—l,ryraa:a
B(r,fl) = QT,—la;raya

xkfl rfk(

B—1r—k) = Y (Ph—1,r k002 + Qr—1,,—kYOy)

avec k € {1,...,r}.
On renvoie a la Partie 1, Chapitre 2, Section 2.5 pour des exemples.
Définition 51. On définit le degré d’un champ de vecteurs comme le degré maximal des polynémes

qui le définissent.
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De la méme maniére, on définit le degré d’un opérateur différentiel homogéne B, ou des crochets de
Lie de B,, qui apparaissent dans la décomposition de X. On note deg(B,,) (resp. deg([By])) le degré
de B,, (resp. [By]).

Lemme 37. Soit X un champ de vecteurs de la forme X = Xyn + >, X, alors X admet l'alphabet
r=2

AX) = TL_ULZA(XT) et B(X), l’ensemble des opérateurs différentiels homogénes de X est donné par
B(X) = QQB(XT).

Démonstration. Pour tout n = (n',n?) € A(X), on définit 'application :
p:A(X)—N

n = (n',n?) — n! +n?

Pour chaque r > 2, pour tout n € A(X,), on a p(n) = r — 1, dont Vr,r" | tels que r # 7/, on a
A(X,) N A(X,) = 0 car p(A(X,)) # p(A(X,+)). De plus, comme Der(C?) = @ Der,(C?) et B(X,.) C
r>1

Der,.(C?), alors B(X,) N B(X,/) =0 sir#r O

Les éléments de I'alphabet A (X) sont appelés lettres.

10.2.2 Profondeur

Comme on a une bijection entre (A (X)*, conc) et (B*(X),0) :

A(X)" — B*(X),

n=ny-ny+—Bhn=DBy 0---0B,,

le degré de [By]| donne une notion naturelle de profondeur pour les mots définis par :

Définition 52. On note p: A(X)* — N Uapplication définie par :

p(n) = deg([Ba]) - 1.

Lemme 38. L’application p est un morphisme de (A(X)*, conc) dans (N, +).

Démonstration. Démontrons le par récurrence sur la longueur des mots. Soient n,ne € A(X),

p(n1 - n2) = deg([Bn, Bp,]) — 1
= deg(By,) + deg(By,) —1—1

= p(n1) + p(n2).

Soient n1 € A(X) et n € A(X)*, alors :

p(n1 - n) = deg([Bn,, Ba]) — 1
= deg(Bm) + deg(Bn) -1-1

= p(n1) + p(n).
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O

Soit M(X) une série moulienne :

M(X)= > M"B,
neA(X)*

ou M* est alternal ( voir [34]), i.e. M(X) est primitif ([76, p.17]). Dans ce cas, en utilisant le Théoréme

de Projection ([76, p.28]), la série moulienne M (X) peut s’exprimer sous la forme suivante :
-y Z A
7‘>1 neA(X
L(n)=r
ol [Bn] = [Bny..n,| = [-[[Bnys Bnal, Bnsls -], B, 1], Bn, .

On doit utiliser la profondeur pour réorganiser la série comme suit :

=> MyX

d>1

ot My(X)= Y M"B,.
neA(X)*
p(n)=d
Une conséquence pratique est que I’équation M(X) = 0 est équivalente & M4(X) = 0 pour tout d > 1.

10.2.3 Expression de la correction et critéere de linéarisation

La principale propriété de la correction est qu’elle fournit un critére a la fois simple et utile de

linéarisabilité. En effet, on a par définition de la correction (voir [34, p.258]) :
Lemme 39. Un champ de vecteurs X est linéarisable si et seulement si Carr(X) = 0.

Le calcul effectif de la correction permet la linéarisation d’un champ de vecteurs. Cependant ici
il ne s’agit pas de calculer brutalement la correction mais d’utiliser la profondeur pour regrouper les
termes composantes homogenes par composantes homogenes pour la profondeur afin d’obtenir des

conditions explicites de linéarisation.

En effet en utilisant la décomposition donnée par la profondeur, on obtient un critere explicite de

linéarisabilité en écrivant Carr(X) sous la forme :

Carr(X) = Z Z Carr™Bn | = ZCarrp(X
p>1 | neA(X)* p>1
p(n)=p

Théoréme 18. Un champ de vecteurs X est linéarisable si et seulement si Carr,(X) =0 Vp > 1.

Démonstration. Un champ X est linéarisable si et seulement si sa correction Carr(X) s’annule. Or
pour tout p > 1, le champ Carr,(X) a ses coefficients dans l’espace vectoriel noté V), des poly-
nomes homogenes de degré p. Or les espaces vectoriels V}, sont en somme directe. On déduit donc que
Carr(X) =0 est équivalent & Carr,(X) =0 Vp > 1. O
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Dans la suite, on extrait certaines propriétés des quantités Carr,(X).

10.3 Correction d’un champ de vecteurs Hamiltonien polynomial

réel

10.3.1 Propriétés générales

Une propriété intéressante de la correction est que 'on doit seulement considérer les profondeurs

paires, en effet :

Théoréme 19. Soit X un champ de vecteurs Hamiltonien réel comme introduit précédemment. Sa

correction en profondeur impaire est nulle, i.e.
Carrepi1(X) =0, (10.6)

pour tout entier p.
Ce Théoreme est une conséquence du Lemme suivant :

Lemme 40. Pour un mot résonant n, le crochet de Lie associé est de la forme :

[Bal = ()5 (Pazs + Quyd,)-

Démonstration. Pour tout mot résonant n = ny ---n,, le crochet de Lie associé est :

[Bu] = 222 "5y2-" (Pawdy + Quyd,).-

ol nj = (n]l, n?) Comme n est résonant, on a :

wn) =w(ny)+---+wn,)
— 1 2\ _
=1 (Z”j —Z”j> =0,
alors Zn]l = Zn? = « € N. Il suffit de remarquer que p(n) = p(ny1)+---+p(n,) = Zn}+2n§ = 2q,
ainsi o = @. =

En conséquence, on peut restreindre notre attention aux composantes de profondeur paire de la
correction. Pour un entier p donné, les termes dans C'arrs, peuvent étre décomposés par rapport a la

longueur des mots. Précisément, on a :

Carry(X) = Carrp1(X) + -+ -+ Carrp (X)), (10.7)
ou
Carrpj(X) = Z Carr™ By, (10.8)
neA(X)*

p(n)=p, {(n)=j

pour j =1,...,p.
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Le point principal est que c’est une somme finie. En effet, comme chaque opérateur différentiel
dans cette définition est au moins de profondeur un, les mots sont au plus de longueur p car pour tout

j € N*, ne A*(X) tel que ¢(n) = j, on a p(n) > j.

De plus, certains de ces termes sont facilement déterminés.

Lemme 41. Soit p € N*, on a :

Carrgpop(X) = Carrgyap(Xa),
p
Carrgpa(X) = Carrgpa(Xpp1) + Y Carrapo( Xy, Xop—ri2), (10.9)
r=2
Carrgp1(X) = Carrgp(Xopy1) = Bpyp.

Ce lemme a d’importantes implications dans la suite. En particulier, il donne le degré maximal de
champs de vecteurs homogenes X, entrant en jeu dans la calcul d’un terme donné de la correction.

En effet, pour Carry, il n’y a pas de termes provenant de X, avec r > 2p + 2.

La démonstration du Lemme 41 est basée sur les propriétés de I’ensemble des mots résonants par

rapport a la longueur et la profondeur.

Démonstration. La premiére égalité suit facilement du fait qu'un élément de profondeur 2p et de lon-
gueur 2p est nécessairement constitué d’éléments de profondeur 1 correspondant aux opérateurs dans

Xo.

La seconde égalité est une réécriture directe de la définition pour les contributions de longueur 2 au
terme de correction de profondeur 2p. On note W(X,) ’ensemble des poids provenant des composantes

X, de X, cet ensemble est donné par :
{{n,A\),ne A(X)}. (10.10)
Le premier terme vient du lemme de décomposition suivant :
Lemme 42. Pour chaque r > 2, W(X,) peut étre décomposé de la maniére suivante :
W(X;) = WH (X)) UWT (X)) UWP(X,),

ou WH(X,) est lensemble des poids positifs venant de X,, W~ (X,) = —-WH(X,) et WO(X) est

l’ensemble des poids nuls.

Cette décomposition montre les interactions entre chaque composante homogene X; intervenant
dans Carragp2(X). En longueur 2, comme chaque poids a son opposé, on a toujours une contribution
de Xp+]_.

De plus, on a :
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Lemme 43. Une composante X,, r > 2, produit une lettre résonante dans A(X) si et seulement si r

est impair. Dans ce cas la lettre est unique et donnée par ng = (%, %)

Démonstration. Soit r > 2 fixé. Par le Lemme 36 on connait 'ensemble des lettres données par X,.
Les deux lettres (—1,7) et (r, —1) ne sont jamais résonantes. Pour les autres de la forme (k—1,r — k),

on doit résoudre I’équation de résonance :
2k—r—1=0, (10.11)

pour k =1, ...,r. Cette équation a une unique solution donnée par :

r+1

k= , 10.12
: (1012)

qui est valide, car k est un entier seulement si r est impair. O
O

10.3.2 Calcul explicite et lemme fondamental

On explicite maintenant les quantités Carr,(X) quand X est un champ de vecteurs Hamiltonien

polynomial réel.

Soit X un champ de vecteurs polynomial dans C? de la forme :
d
r=2

ou P et @, sont des polyndomes homogenes de degré r.
Lemme 44. Le champ de vecteurs complexe (10.13) correspond a un champ de veccteurs réel si pour

toutr=2,...,d, on a :

Pij = Qi 1=0,...,m =1, j=r—i (10.14)

La preuve vient facilement de 7 = y et Q,(x,y) = P-(z,y) qui donnent Q,(z,y) = P.(y,z) pour
tout r=2,...,d.

Les systéemes Hamiltoniens réels satisfont de plus les conditions suivantes :
Lemme 45. Le champ de vecteurs complexe (10.13) correspond & un champ de vecteurs Hamiltonien
réel si les conditions (10.1/) sont satisfaites et si pour tout r =2,...,d, on a :

r—i1+1 .
Piclr—i= == Proii-1, 1= L., (10.15)

On donne quelques exemples de relations entre les coeflicients dans X5 et X3 :
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Exemple 15. Pour le champ Xo défini précédemment on a :

— 71 .
P1o = B Po,1,
P-12 = (q2,—1-
Pour le champ de vecteurs X3, on a :
-1
P20 = ?po,%
P11 = —P1,1,
P-1,3 = q3,—1-

Sous les conditions précédentes on a le résultat suivant :

Lemme 46 (Lemme fondamental). Soit X un champ de vecteurs Hamiltonien réel de la forme X =

2r—1
i(x0y —y0y) + > (Pj(z,y)0r + Pj(x,y)0y) avec T =y, alors :
Jj=r

r

. r(r+1) 9 r 9
Carrype—1)(X) =pr-1,-1 +1 k[él]ﬂ(r R 1) |Ph—1,r—k|" + —— P—1,r]
Sy

Démonstration. Le calcul de la correction en profondeur 2(k — 1) nécessite de connaitre quels opéra-
teurs y apparaissent et ’alphabet. Dans cette profondeur, seuls les opérateurs différentiels homogenes
provenant du polynéme P, et la lettre résonant du polynéme Ps,_; interviennent.

L’alphabet donné par P, est A(X,) = {(r,—1),(=1,r)} U kél{(k; —1,r—k)}.

On a aussi les opérateurs différentiels homogenes suivant :

B(—l,r) = p*l,ryram B(r,—l) = Qr,flfﬁraya B(k—l,r—k) = xk_lyr_k(pk—l,r—kl'ax + Qk—l,r—kyay)

avec k € {1,...,r}.

Ici les mots résonants sont :

En utilisant les conditions de réalité et Hamiltoniennes, on obtient les crochets de Lie associés suivant :

rir+1)(2k—-r—1 .
[B(k—l,r—k)v B(T—k,k—l)] = ( (7“ z(k + 1)2 )‘pkfl,rfkp(xy) 1(30(% - yay)

= —[Bir—kk—1)> Bli—1,r-1),
[B(-1,, Bor,—1)) = —rlp—1,*(xy)" (20, — y8y)) = —[B—1), B_1.n]-
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L’expression du moule de la correction sur ces mots résonants est alors :
Carrk=Lr=k)-(r—kk=1) _ [ :
2k —r—1

Carr—Lr)(n=1) — -
r—+1

La seule lettre résonante dans Py, est pr—1,—1 associée a 'opérateur B, 1) = pr—1,r—1 (zy)" (20, —
y0y). En utilisant I'alternalité du moule Carr® et I'antisymétrie du crochet de Lie on obtient la for-

mule :

. r(r+1 r
CCLTT’Q(k,l) (X) = Pr—1r-1+1 Z (7”£]€—i-:)l)2pkl’rk|2 + m’p—l,rp
+1

10.3.3 Exemple de calculs

Dans cette section on donne quelques exemples de calcul de la correction. Un programme Maple

permettant le calcul de la correction est donné en Annexe.

10.3.3.1 Le cas quadratique

Considérons le champ de vecteurs Hamiltonien réel :
X = Xlin + Xo

ott Xo = (p1,02% + pozy + p—129?) 0 + (q2,-12% + qo.12Y + q1,0)0y-

En utilisant la décomposition en opérateurs différentiels homogenes, on obtient les opérateurs suivants :

B0y = 2(p1,0202 + q1,0y0y),
B,1) = y(Po,170x + q0,1¥9,),
B(_12) = p-12Y° 0,
Bg,—1) = q2, 1270

On a aussi l'alphabet suivant : A(Xs) = {(1,0),(0,1),(2,-1),(—1,2)}.

Les premiers termes non triviaux de la correction sont en profondeur 2 puisqu’il n’y a pas de lettres

résonantes.
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Ainsi, la correction en profondeur 2 est donnée par :

Carry(X) = Carreo(X)

1 . .
= 5 (Carr™ OBy ) 0.1y + Carr®@ OBy 1 (1

+CCL7’7‘(2’_1)'(_1’2)B[(27—1)~(—1,2)] + CCLT‘T’(_LQ).(Z_I)B[(_LQ).(Q’_U]) .

Le lemme Fondamental donne finalement :

. 2
CaTTQ(X) =1 <6|p170’2 + 3\p_1,2\2> .

10.3.3.2 Cas cubique

Considérons le champ de vecteurs Hamiltonien réel :
X =Xpn +Xo+ X3

avec Xo = (p1,072 + po1xy + p—1,29%)0s + (q2.17% + q1 07y + QO,1y2)8y et X3 = (p202® + p1az?y +
po22y* + p_139°)05 + (¢3,-17% + q2,02%y + q112y* + qo.2y°) 0.

Comme précédemment, les premiers termes non triviaux de la correction sont en profondeur 2 :
Carry(X) = Carrg 1 (X3) + Carry 2(Xa).

Le seul opérateur de profondeur 2 dans X3 correspond a la lettre résonante (1,1) et l'opérateur
Bi1 = xy(p1120, + q1,1y0y. Ainsi en utilisant les résultats précédents sur la cas quadratique on

obtient :
. 9, 2 2
Carre(X) =p11+i|6|prol” + §|p71,2| .
En profondeur 4 on a :
CCLT’I”4(X) = CCLTT‘472(X3, Xg) + CCLT’F473(X3, Xo, XQ) + —I-CCLT’I”474(X2, Xo, Xo, XQ).
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Les différents Carr; j(X) sont donnés par :

. 3
Carryz(Xs, X3) = i(12|pa,o)* + 1|P—1,3|2)7
26

Carrys(Xs, Xo, Xo) = —i(120Im(pa,0p7 o) + gfm(ﬁ—l,s.l?—l,zﬁl,o) +40Im(p2,0p—1,2p1,0))

Carrya(Xa, X9, X0, Xo) =1 (-144\101,0|4 +12[p10[p-12

8
? - §|P—1,2 Tt 4036(1?—1,2173,1)) .

10.3.3.3 Cas quartique
On considere le champ de vecteurs Hamiltonien réel :
X = Xiin + Xo + X3 + X4

avec X9 et X3 comme précédemment et X, = (p37oa:4 + poazdy + p1,2x2y2 + p073$y3 + p_174y4)8a; +
(ga,—12" + @3,07%y + 42,122y + q1 229> + qo3y*) 9y

La correction en profondeur 2 est la méme que pour le cas cubique.

En profondeur 4 on a :

C’arm(X) = CCLTT’472(X4,X2) + CG/TT’472(X3,X3)
+ C’arr473(X3, Xo, Xz) + CGTT4,4(X2, X9, Xo, Xg),

ou Carry (X4, X2) est donné par :

Carry2(Xy, Xo) = i (12Re(p2,1p1,0) + 8Re(p3op-1,2)) -
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Chapitre 11

Variété isochrone

Dans cette partie, on démontre que I’ensemble des centres isochrones est une variété affine ration-
nelle qui est invariante sous une action non triviale de C*. Cette variété affine est de plus explicitement
décrite. On donne aussi des estimations sur la croissance des degrés de chaque polynéme rationnel qui

intervient dans la description de la variété ainsi que la croissance des coefficients rationnels.

11.1 Variété affine de centre isochrone

On considere des champs de vecteurs réels écrits sous forme complexe X = Xy;,, + P(z,y)0, +
Q(z,y)0y ou P et Q sont des polyndmes a coefficients dans C tels que P(z,y) = Q(y, ). On note N(d)
le nombre de coefficients indépendants définissant P et p un élément de cet ensemble. Par la condition
de réalité, les coeflicients de ) peuvent étre déduits de ceux de P. On identifie alors ’ensemble des
polynémes complexes d’un degré donné d avec CN(@ ott N(d) est donné par N(d) = (d_1)2(d+4)

On note .Z; 'ensemble des perturbations polynomiales (P, Q) de degré d telles que X est linéari-

sable. L’ensemble % peut étre vu comme un sous-ensemble de CN(4) . Précisément on a :

Théoréme 20 (Structure géométrique). Pour tout d > 2, l'ensemble £y des centres isochrones est

une variété affine sur Q dans CN(@)

La démonstration est basée sur une description précise de la forme algébrique de la correction.

Pour tout n € A*(X), notons P(n) et Q(n) les coefficients donnés par le Lemme 40 et satisfaisant :

[Ba] = (29)"%" (P(n)20, + Q(n)yd,).

On a:

Théoréme 21 (Structure algébrique). Pour tout p € N* le terme Carrgy(X) de la correction a la

forme suivante :

Carrep(X) = (zy)? {C’agp(p)xﬁx + C’agp(p)yay} , (11.1)
ol
2p 1
Cagp(p) = ];1 71Ca2(P), (11.2)
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avec
Cagp(p) := Z Carr™P(n), k=1,...,2p. (11.3)
neA(X)*
p(n)=2p, {(n)=k
Les quantités Cagp i (P), k =1,...,2p, sont des polynomes explicites de degré k en les coefficients

de P avec des coefficients en Q si k est pair et iQ sinon. De plus, ces polyndomes peuvent étre calculés

algorithmiquement en utilisant les formules de récurrence.

La preuve de ce théoréme est une conséquence de deux résultats. D’abord, les crochets de Lie itérés

ont une forme tres spéciale qui peut étre facilement calculée. Précisément, on a :

Lemme 47. Pour tout n € A(X)*, les coefficients P(n) et Q(n) sont polynomiauz en Z[CND] de

degré £(n) et définis récursivement sur la longueur de n par :

P(nm) = (|n|' =nY)p,P(n)+ | n |? ¢, P(n) — n’p,Q(n),

(11.4)
Q(nn) = (| n > —n*)g.Q(n)+ | n [ p,Q(n) — n'g,P(n).

ou pour n=mny ---n, € A(X)*, on pose |n’| :n{ +---+nl, j=1,2 avec n; = (n},n?).

La démonstration du Lemme 47 est donnée en Annexe du manuscrit.

Ensuite, le moule de la correction peut étre calculé par une formule récursive de laquelle on déduit :

Lemme 48. Pour tout n € A*(X), le moule Carr™ appartient 4 Q si (n) est impaire et iQ si £(n)

est paire.

La démonstration du Lemme 48 est donnée dans [22].

La démonstration du Théoréme 21 est donnée en Annexe.

11.1.1 Démonstration du théoréme 20

En utilisant le Théoréme 21 et la caractérisation des centres isochrones donnée par le Théoreme 18,
I’ensemble Lg est défini par Pensemble des zéros d'une famille infinie de polynémes sur CV(4 donné
par :

Ly={P e TN, Cay(X)=0, p>1}. (11.5)

On définit la chaine croissante d’idéaux I engendrée par (Cas(p),...,Cask(p)) dans C[p]. Par le
Théoréme de la base de Hilbert (voir [20, Théoréme 4, p.77]), il existe un M € N* tel que Iy =
Ipr+1 = .... On note Zy I'idéal qui en résulte. En conséquence, ’ensemble £, peut étre obtenu comme
(voir [20], Définition 8,p.81)

Lq=V(Iy) = {p e CN@ | f(p) =0 pour tout f € Id} , (11.6)
et correspond & la variété affine (voir [20], Proposition 9 p.81) définie par :
La=V(f1, -, fs) = {p e CN@ | fi(p) =0 pour tout i =1,... ,s(d)}, (11.7)
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ou la famille finie de polynémes f;, i = 1,...,s(d) est un ensemble engendrant Z;. Comme pour les

polyndémes définissant le champ, la variété a ses coefficients dans QQ ou iQ ce qui conclut la preuve.

Remarque 14. Les théorémes 20 et 21 donnent des informations explicites sur le degré aussi bien
que sur la croissance des coefficients rationnels rentrant en compte dans la définition de la variété
affine. Une question naturelle est de savoir dans quelle mesure ces informations peuvent fournir une
borne supérieure naturelle sur le nombre de générateurs de l’idéal grace d une version constructive du

théoréme de la base de Hilbert. Cela fera l’objet d’un futur travail.

11.2 C*-invariance

La caractere résonant de la correction a une conséquence intéressante sur la variété algébrique

rationnelle du centre isochrone. En effet, considérons ’action suivante de C* :
Définition 53. Soit A € C*, on note T application :
Ty : CN@ _, cN()
De — )\w(.)po
ot e est une lettre arbitraire.

On étend cette action a tous les mondmes p, = pi*...pI'", avec n un mot de la forme n;y - --n,, on

Notons [Bp| = [Bpy.m,] = (:cy)%n)(P(n)x(?x + Q(n)yd,) o, comme nous venons de le montrer,

P(n) et Q(n) sont polynomiaux en les coefficients de By, ..., By,.. On a le Lemme suivant qui montre

la C*-invariance :

Lemme 49. Pour tout mot résonant n, on a :

T\(P(n)) = P(n) et TA\(Q(n)) = Q(n).
Démonstration. Par définition d’un mot résonant, son poids est nul i.e. w(n) = 0. Ainsi :

Tk(pn) = )‘w(n)pn = )\Opn = Pn-

On peut finalement généraliser ce Lemme en le corollaire suivant : :

Corollaire 3. Pour tout A € C*, la variété algébrique £y des centres isochrones est invariante sous

l'action de T).
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Chapitre 11 : Variété isochrone

Démonstration. Pour démontrer ce Corollaire on doit juste rappeler que seuls les mots résonants

contribuent a la linéarisation. On peut alors conclure en utilisant le Lemme ci-dessus. ]
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Chapitre 12

Algebre de Lie, complexité
géométrique des conditions de centre

isochrone

Dans ce chapitre, on s’intéresse dans un premier temps au cas d’un champ de vecteurs quadratique
du plan dont la partie linéaire est un centre. On retrouve une partie du théoréme classique de
Bautin [51] (les conditions de centre appelées uniforme et isochrone) via I’écriture moulienne des
objets associés au champs sur lequel on lit la condition de centre. Une spécificité de cette écriture
est qu’elle fait apparaltre une partie universelle contenue dans les moules, c’est-a-dire dont la forme
est indépendante de la valeur des coefficients définissant le champ et une partie comoule codant les
propriétés algébriques qui elles sont fortement dépendantes des coefficients. On peut donc envisager de
rechercher des conditions de centre qui dépendent uniquement de la partie comoule. Dans ce chapitre,
on montre que les conditions de centre uniforme ou isochrone dans le cas des champs quadratiques
correspondent a des propriétés fortes des algebres de Lie engendrées par les comoules, par exemple
algebre de Lie nilpotente ou résoluble. Cette maniere de penser les conditions de centre nous ameéne a

introduire la notion de niveau de lecture d’un condition de centre.

Ces conditions de centres sont ensuite étendues pour des degrés arbitraires via leurs carac-
térisations algébriques. Les conditions sur les coefficients ainsi obtenues nous amenent dans une
derniére partie a introduire une notion de complexité géométrique pour 1’étude du probleme du
centre. Cette notion est classique en géométrie algébrique (voir [3]). On conclut alors en conjecturant

que le cas holomorphe correspond a la condition de centre ayant la complexité minimale.

Les résultats de cette partie ont été publiés dans les proceedings Monografias Matématicas "Garcia
De Galdenao", n°41, 2018 sous le nom "Lie algebras and geometric of complexity of an isochronous

center condition".
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Chapitre 12 : Algébre de Lie, complexité géométrique des conditions de centre isochrone

12.1 Centre isochrone quadratique

On considere un champ de vecteurs X planaire quadratique réel sous sa représentation complexe
sur C? défini par :
i = &x+4paox® + prizy + po2y’,

, ! ! - (12.1)
= —&y+ po2x? + praxy + P20y,

oup;; €Cteli+j=2aveci=0,1,2.
Le résultat classique suivant peut étre trouvé dans [38, 81] :

Théoréme 22. Un champ de vecteurs X planaire quadratique réel est un centre isochrone si et

seulement si au moins l'une des conditions suivantes est satisfaite :

i) p11 =po2 =0 (Centre Isochrone Holomorphe),

1) p2,0 = DP1,1, po2 =0 (Centre Isochrone Uniforme),

5_ 4
W) P20 = 5171,1, |pl,1!2 = §\p0,2|2,

. 7_
iv) p2o = gPLL \p1,1!2 = 4\p0,2\2~

Notre approche suggere de rechercher ces conditions en étudiant les premieres conséquences sur

I’algebre de Lie engendrée par les By, n € A(X).
Lemme 50. Un champ de vecteurs quadratique satisfaisant

2,0 = P1,1, Po,2 =0, (12.2)

ou
P11 = po,2 =0, (12.3)

est tel que l'algébre de Lie b engendrée par B(X) = {By}nca(x) est nilpotente d’ordre 1, i.e. pour
tout n, m € A(X) on a :
[By, B = 0. (12.4)

En utilisant ce Lemme dont la preuve sera donnée plus loin et en utilisant la structure sur les
séries on retrouve facilement que ces conditions correspondent a un centre isochrone. En effet, on a

I’observation générale suivante :

Lemme 51. Si l’algébre de Lie b est nilpotente d’ordre 1 alors toute forme prénormale associée a un

moule Pran® est réduite a :

Pran(X) = Xpin + Z Pran™ B, (12.5)
neA(X), w(n)=0
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12.1 Centre isochrone quadratique

et la correction est donnée par :

Carr(X) = Z Carr" By, (12.6)
neA(X), w(n)=0

Démonstration. Par le classique Théoréeme de projection (voir [76, Théoréme 8.1, p.28]), on a :

> M*B,= Zl > M"[By, (12.7)
. r>1 " neAr(x)
£(n)=r

ou [By] = By, pour n € A(X) et [Bn| = [Bn,,[Bn,_1s---5|Bng, Bny)--.]] pour n =nq---n, € A*(X),
r > 2. En effet le terme constant de telles séries doit étre nul car ces séries formelles correspondent &

des champs de vecteurs.

En conséquence, sous ces conditions, on obtient :

> M*B, = Zl > M"B,, (12.8)
. r>1 " neA(x)
£(n)=r

Le moule M* est nul sur les mots résonants donc le partie droite de I’égalité est réduite & une somme

sur les lettres résonantes. O

Comme nous ’avons déja remarqué, la valeur et la nature des moules ne sont pas importantes.

Seul la structure algébrique de Lie est a prendre en compte.

La démonstration que les conditions i) et ii) du Théoréme 22 donne un centre isochrone est alors
facilement déduite. En effet, un champ de vecteurs quadratique ne donne pas de lettres résonantes.

En conséquence, le Lemme 51 implique que Pran(X) = Xj;, et Carr(X) = 0.

La démonstration du Lemme 50 donne alors : premiérement, comme pg2 = 0 dans les deux cas, on a

B3,-1) = B(~1,2) = 0. Un simple calcul donne :
[B(1,0): Bio,n)] = °y [pr1 (Pra — p2,0) 9o + P11 (—pra + P20) 9y) - (12.9)
En conséquence, la condition sur b de nilpotence d’ordre 1 est :
p1,1 (P11 — p2,0) = 0. (12.10)

Alors si p11 = 0 ou p11 = pao 'algebre de Lie engendrée par le champ de vecteurs B(X) est

nilpotente d’ordre 1.

On généralise ces conditions pour des perturbations polynomiales homogenes de degré d > 2 dans

la suite.
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Chapitre 12 : Algébre de Lie, complexité géométrique des conditions de centre isochrone

12.2 Algebre de Lie engendrée par un champ de vecteurs polynomial

La section précédente indique que I'algebre de Lie b engendrée par ’ensemble B(X) des comoules
associés a X joue un réle central dans la compréhension de certaines conditions de centres. Dans cette
section, on extrait quelques résultats utiles dans notre étude des conditions de centre uniforme et

holomorphe.

12.2.1 Série centrale descendante et algebre de Lie nilpotente

Dans cette section, on donne quelques rappels sur les algebres de Lie. On renvoie a [73] et [70]

pour plus de détails.

Définition 54. Soit g une algébre de Lie, on définit sa série centrale descendante par :

C'(g) =g,
C*(g) = [9. 9,
c"(g) = [9.C"(9)] fori > 2.

En raison du Lemme 51, on s’intéresse aux algebres de Lie nilpotentes qui sont définies de la

maniére suivante :

Définition 55. Une algébre de Lie g est nilpotente s’il existe un entier i tel que C'(g).

12.2.2 Préliminaires

Commencons par quelques calculs sur des crochets de Lie :

Lemme 52. Soit X un champ de vecteurs polynomial de degré d > 2 et B(X) son ensemble associé

d’opérateurs différentiels homogénes. On a pourn=2,...,deti=1,...,n :
[Bn,—1)s B—1,n)] = nlpon*(xy)" ! (20, — ydy),
[B(i—1,n—i), Bn—ii—1y] = ((n — 4)pign—iUi — (1 — 1)pn—i+1,i—1Ui) (zy)" 10— (12.11)

(0= Dpin-ili + (i = Dpn-iv1-1U;) (29)" 10,
ot U; = prn—it1,i-1 — Pijn—i-

Le Lemme précédent donne un réle particulier aux quantités U;, 7 = 1,...,n et aussi aux coefficients
Din—i- En utilisant cette remarque, nous sommes capables d’extraire une classe de conditions explicites

pour lesquelles 'algebre de Lie associée b est nilpotente d’ordre 1.

12.2.3 Algebre de Lie Nilpotente - Conditions uniformes

Une condition triviale afin d’assurer que le crochet de Lie [B(;_1 y—), B(n—i,i—1)] soit nul est de poser
U; =0 pour i = 1,...,n. Cette condition couplée avec pg, = 0 annulant le crochet [B(ny_l), B(—l,n)]

est en fait plus forte. En effet, on a :
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12.2 Algebre de Lie engendrée par un champ de vecteurs polynomial

Lemme 53. Soit X un champ de vecteurs polynomial de la forme (12.1) ot P est homogéne de degré

d. Si les coefficients de P satisfont :
Pd—i+1,i—1 _ﬁi,d—i =0, i=1,...,d, et Po,a = 0, (1212)
alors lalgébre de Lie b est nilpotente d’ordre 1.

Démonstration. La condition pg ¢ = 0 implique non seulement que les crochets [B(m_l), B(_Ln)] sont
nuls, mais aussi que B, _1) = B_1,) = 0. Alors, l'algebre de Lie b est seulement engendrée par les
opérateurs B(;_q 4_; pour = 1,...,d. Encore une fois la condition pg_;+1,-1 —pia—i =0,i=1,...,d
implique que tous les opérateurs B(;_1 4_; sont de la forme B(;_1 q_; = pi,d,ixi_lyd_iXE, ou Xg est
le classique champ de vecteurs d’Euler défini par Xg = 20, 4+ y0,. Le champ d’Euler agit trivialement
sur chaque monome. Plus précisément, on a Xg(z'~1y?=?) = (d — 1) 2'~1y?%. Le crochet de Lie de

B(i—1,a-i) avec B(j_1 4_j) est alors facilement calculé. On obtient :

[B(i-1,d—i)s B(j—1,d—j)] = Did—iPjd—j (xi_lyd_i (XE(fL‘jl/d_j)ax + XE(wj_lyd_jH)@y)
S (Xl Xela ), (121
= 0,
ce qui implique C?(b) = 0. Ce qui conclut la preuve. O

12.2.4 Sous-ensemble résonant - Conditions holomorphes

Nous avons pointé le role particulier des coefficients p; ,—; dans les calculs. On introduit le sous-
ensemble résonant b,.; de b engendré par tous les crochets de Lie de [By] tels que w(n) = 0, n € A(X)*.

Comme dans la section précédente, nous démontrons le résultat suivant :

Lemme 54. Soit X un champ de vecteurs polynomial de la forme 12.1. On suppose que les coefficients
de P satisfont
Pin—i =0, n=2,...,d, i=0,...,d—1. (12.14)

alors le sous-ensemble b5 de lalgébre de Lie b est trivial, i.e. b.s = {0}.
Démonstration. La condition précédente implique po,, = 0 pour tout n = 2,...,d et donc B, _1) =

B(_1,n) = 0. On se concentre alors sur les opérateurs B(;_j,_; pour i = 1,...,net n = 2,...,d.

L’hypothese implique que B;_1, ;) =0pouri=2,...,n—1et

Bon-1) =Y "Pno0y, et B—10) = 2"Pn,00z- (12.15)
pour n = 2,...,d. Un calcul simple montre que pour tout n,m € 2,...,d, on a :
[Bo,n-1)s Bim—1,0)] = 0. (12.16)

n+m—1

De plus, on a [B(O,n—l)a B(O,m—l)] =y Cn,m0y, OU C, m est une constante. En conséquence, on a :

[B(0,n1—1)--(0,np—1)] = ymtotmsle, . 0,. On obtient le méme résultat pour [B(m1—1,0)-(mr—1,0)] €1
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remplacant y par .

Un mot résonant doit mixer des lettres avec des poids positifs et négatifs. Prenons un mot qui
commence par (0,n1 —1),...,(0,n; — 1) pour un k& € N* donné. On doit avoir au moins un opérateur
de la forme By, _1 ) pour avoir un mot résonant. Comme [B(O,nl,l),_.(o,nk,l)] dépend seulement de
YOy et By, —1,0) de 20y, le crochet de Lie correspondant est nul. Ainsi n’importe quel [By] tel que

w(n) = 0 est nul. Ce qui conclut la démonstration. O

12.3 Isochronisme uniforme

Suivant R. Conti [19], un centre isochrone d’un champ de vecteurs X est dit uniforme si toutes les
orbites périodiques ont la méme période. Cette condition est équivalente a la relation suivante sur le

polynéme P (voir [19, Definition 19.1, p.28)) :

y P(z,y) =z P(z,y). (UI)

Cette condition induit des relations spécifiques sur les coefficients du polynome :

Lemme 55. Un polynéme P de degré d satisfait la condition d’isochronisme uniforme (UI) si et

seulement si les coefficients p; j, 1 +j =mn, n=2,...,d satisfont :
pon=0¢€t Pini=DPp_it1i-1, n=2,...,d, i=1,...,n. (12.17)

En utilisant ce Lemme et le Lemme de structure 53 pour ’algébre de Lie générée par les comoules
de B(X), on en déduit le Lemme suivant
Lemme 56. Soit X un champ de vecteurs polynomial de la forme (12.1) ot P est homogéne de degré

d. On suppose que les coefficients du polynéme P satisfont :

p07d — 0, pl,d—l — ﬁd*i+1,i*1’ ’L — 17 ceey d (1218)

De plus, si d est impair avec d = 2m + 1, on suppose ppmi1,m = 0. Alors le champ de vecteurs X est

isochrone.

Démonstration. Par le Lemme 53, les premiéres conditions impliquent que l'algébre de Lie b est

nilpotente d’ordre 1. On déduit du Lemme 51 que toute forme prénormale est réduite a :

Pran(X) = Xjin + > Pran™B,,. (12.19)
neA(X), w(n)=0

Si d est pair, 'ensemble des lettres résonantes est vide et Pran(X) = Xy;,,. Si d est impair, alors on a
seulement une lettre résonante dans B(X) donnée par n,, = (m + 1,m). Alors une forme prénormale
est donnée par :

Pran(X) = Xy, + Pran™™ By, . (12.20)

Comme ppy41,m = 0, on obtient B, =0 et Pran(X) = Xj;,. Ce qui conclut la démonstration. O
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12.4 Centre isochrone holomorphe

Toujours suivant Conti [19], un champ de vecteurs réel sous représentation complexe satisfaisait

les conditions de Cauchy-Riemann si :
OyP = 0. (CR)

Les conditions de Cauchy-Riemann imposent des contraintes fortes sur les coefficients de P :

Lemme 57. Un polynome P de degré d satisfait les conditions de Cauchy-Riemann (CR) si et seule-

ment st pip—; =0 pourt=20,....n—1,n=2,...,d.
On déduit :

Lemme 58. Soit X un champ de vecteurs polynomial de degré d de la forme (12.1). On suppose que

P satisfait les conditions de Cauchy-Riemann. Alors le champ de vecteurs X est linéarisable.

Démonstration. La formule (12.8) implique que toute forme prénormale associée & un moule Pran®
peut s’écrire :

Pran(X) = X + Z % Z Pran™[By]. (12.21)

r>1" neA(X)*, ¢(n)=r,w(n)=0

Par définition tous les crochets de Lie dans (12.21) appartiennent & b,es. En utilisant le Lemme 54,
les conditions de Cauchy-Riemann impliquent que b,..s est trivial. En conséquence, tous les crochets
de Lie [By] sont réduits & zéro pour n € A(X)* tel que w(n) = 0. On conclut alors que toute forme
prénormale se réduit a la partie linéaire du champ et donc le champ de vecteurs X est formellement

linéarisable. O

Les conditions sur les coefficients correspondent & la caractérisation des centres isochrones holo-

morphes.

12.5 Linéarisation et complexité

Suivant J. Ecalle et D. Schlomiuk dans [31], on introduit le probléme suivant :

Complexité minimale de probléme de linéarisation : Soient d € N*, d > 2 et X un champ
de vecteurs polynomial de degré d donné par (12.1). On note lin(d) le nombre minimal de relations
algébriques dépendantes des coefficients de P qui induisent une linéarisation analytique. Peut-on dé-

terminer une borne ou une formule explicite de lin(d) ?

En utilisant notre approche, on comprend que ce nombre dépend de la complexité des conditions
de centres isochrones. En particulier, chaque condition C; ou ¢ = 1,...,m d’un centre isochrone est
déterminée par une famille finie de polynémes C;(p) de degré ¢;. Une notion naturelle de complexité

adaptée de la géométrie algébrique (voir [3], Définition 4.5.6, p.213) est donnée par :

Définition 56. Soit S € C™ un ensemble algébrique. Considérons une représentation (R) de S. La
complexité de la représentation (R) est définie par le triplet (m, P(R),C(R)), composé des données

sutvantes :
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1. La dimension de l’espace ambiant C™,
2. Le nombre de conditions dans (R),

3. Le degré mazimal des polynomes définissant les conditions dans (R).

Dans notre cas, la dimension de I'espace ambiant est fixée par d et est donnée par le nombre
m(d) de coefficients d’un polynéme générique de degré d. On introduit alors la notion de complexité

géométrique pour une condition isochrone :

Définition 57. Une condition isochrone C' est dite de complexité géométrique g(C) = (g, m) si elle

admet une représentation constituée de q identités polynomiales de degré au plus m.

La notion précédente peut étre pour affiner la question posée par J. Ecalle et D. Schlomiuk :

Complexité géométrique minimale de probléme de linéarisation Soient d € N*, d > 2
et X un champ de vecteurs polynomial de degré d donné par (12.1). On note glin(d) la complexité
géométrique minimale d’une condition de centre isochrone. Peut-on trouver une borne ou une formule

pour glin(d) ¢

Comme attendu par J. Ecalle et D. Schlomiuk dans [31], cette question est plus facilement mani-
pulable que la question initiale. En particulier, nos deux exemples (isochronismes uniforme et holo-
morphe) donnent déja des conditions pour lesquelles le degré minimal est atteint pour une condition de
centre isochrone. En conséquence, on peut parcourir ’ensemble des conditions de centre pour calculer

dans chaque cas le couple g(C'). On a :

gHolo(d> - (d7 1)7
guni(d) = (d+1,1) si d est pair et gypi(d) = (d+2,1) sid est impair.

Les conditions assurant le caractere nilpotent de b ou la trivialité de b,.s sont toujours de degré 1
comme elles peuvent étre lues sur les crochets de Lie de champs de vecteurs homogenes By, n € A(X).
Les autres conditions de centre isochrone dépendent de l'interaction entre moules et comoules et
génerent des identités polynomiales de degré au moins 2. En conséquence, on formule la conjecture

suivante :
Conjecture 3. Le nombre glin(d) est égal a (d,1) correspond au centre isochrone holomorphe.

En effet, la condition de centre isochrone holomorphe se lit bien seulement sur la partie résonante
de l'algebre de Lie engendrée par les comoules. On attend a priori dans ce cas le nombre minimal de

conditions.
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Chapitre 13
Démonstrations de la partie 2

Dans ce chapitre on démontre nos principaux Théorémes & savoir 12, 13 et 14. Essentiellement,ces
démonstrations passent par une analyse combinatoire des crochets de Lie des opérateurs intervenant

dans la forme préparée du champ en fonction de la profondeur.

13.1 Démonstration du Théoréme 12

Soit X un champ de vecteurs Hamiltonien réel de degré pair 2n de la forme :
2n
X = Xlin + ZXT‘

r=2

Pour chaque X, on peut associer sa profondeur associée de la maniere suivante :

X, Profondeur

Xs 1
X3 2
Xy 3

Xgnfl 2n —2
Xgn 2n —1

Par le Théoreme 19, on s’intéresse seulement aux profondeurs paires. En conséquence, on cherche
toutes les combinaisons possibles en longueur arbitraire qui donne naissance sous le crochet de Lie
a des champs de vecteurs de profondeur paire. Dans la suite, on note [Xk,,..., X, ] I'ensemble des
opérateurs que 'on obtient par les crochets de Lie itérés d’opérateurs différentiels homogenes B,

provenant de Xy, ¢ =1,...,7. On a par exemple :
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X, et [X,, X,/] Profondeur

(X2, Xo]

»
>
S
S

DD O O O Oy Oy O O Ok ke e RN N

La correction en profondeur 2 est donnée par :
Carry(X) = Carrg1(X3) + Carrg2(Xa),

Comme la profondeur est un morphisme on a la contribution des crochets de Lie de X5, on a aussi
les contributions de la lettre résonante de X3. Par le Lemme fondamental 46, la correction est donnée

par :

. 2
Carra(X) =p11 +1 (6]]91,0 24 3|p_172|> .

Le critere de linéarisation impose Carry(X) = 0. Cela implique :

{ Re(p11) = 0, (13.1)

—Im(p11) = 6[p1o

24 %!p—m!-

Comme X est réel et Hamiltonien, la premiere équation est toujours satisfaite. La seconde a seulement
une solution non triviale si et seulement si Im(py1) < 0. La situation Im(p;;) > 0 amene a traiter
deux cas différents. Si Im(p;1) = 0, la sphere de Birkhoff est réduite & 0 et on obtient Xy = 0. Si

Im(p11) > 0, 'équation n’a pas de solution et le champ de vecteur est alors non isochrone.

On suppose que p1 1 = 0 alors X = 0 et 'on est réduit au cas :
X =Xin+Xs5+---+ X,. (13.2)

Comme p; 1 = 0, le premier terme non nul dans la correction est Carry(X). Par le Lemme fondamen-
tal, le terme Carrs(X) a exactement la méme structure algébrique que le cas précédent Carre(X) = 0.

Le role de X5 est joué par X3 et le role du terme résonant de X3 est joué par le terme résonant de Xs.
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Ici encore, on retrouve la méme dichotomie entre le cas Im(pz2) = 0 et Im(p22) > 0. Dans le premier
cas, on obtient que X3 = 0 et 'on doit traiter la méme situation que la précédente. Par ailleurs si

Im(p22) > 0, le terme Carry(X) ne peut étre nul et X n’est pas un centre isochrone.

La discussion précédente est représentative de la stratégie générale de la preuve. Supposons que
pj; = 0 pour j =1,...,r — 1. Alors, on montre par récurrence que Xo = --- = X,_; = 0. Afin de finir

la preuve, deux cas dépendants de la valeur de r doivent étre discutés.

Cas 1 : r <n — 1. La condition Im(p,,) > 0 implique que la composante X»,,1 est non triviale.

Par le Lemme fondamental et le critere de linéarisation, on doit avoir :

T

. rir+1 T
CQTTQT(X) = DPrr +1 Z (k;ig‘pk—l,r—kﬁ + 71’13—17r|2 =0 (133)
=T T

Comme Im(p,,) > 0, 'égalité ne peut étre satisfaite et X est non isochrone.

Cas 2 : r = n — 1. Dans ce cas, on est réduit aux perturbations homogenes de degré 2n et la

correction est donnée par :

r(r+1 T
( ) P ’pk—l,r—k|2 + 7|p71,r|2 =0
r—1

Carrgn2(X) = Y| (r—k+1)2

k=["t1]4+1

Comme Xy, n’est pas trivial, ’équation ne peut étre satisfaite et X est non isochrone.

Cela conclut la preuve du Théoreme.

13.2 Démonstration du Théoréme 13

La démonstration suit les mémes lignes que celle du Théoréme 12. On doit distinguer deux cas : k

est pair ou impair.

Cas 1 : k est pair. Le champ de vecteurs X, ne contient pas de termes résonants. Ainsi, la
premiére contribution de la correction apparait en profondeur 2(k — 1) correspondant aux crochets
de Lie résonants d’opérateurs différentiels homogenes dans Xj de longueur 2. Comme [ < k — 1, cela
implique que 2] — 1 < 2] < 2(k — 1). La composante paire entre X et Xy entrera en jeu dans la
correction seulement avec une profondeur 2(k — 1) par les crochets de Lie de longueur au moins 2. De
la méme maniere, pour les composantes impaires, le terme résonant interviendra dans la correction
avec une profondeur strictement plus petite en longueur 1 et les autres termes dans une profondeur

plus élevée que 2(k — 1) par les crochets de Lie de longueur au moins 2.
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En conséquence, le terme de la correction provenant d’un k pair est donné par :

T

) rir+1 r
Carryp—1)(X) =i > (kig\l?k—l,r—ﬂz + 71113—1,142 : (13.4)
el 7R T

Afin de satisfaire le critére de linéarisation, on doit avoir Carryg_1y = 0. Si la composante X}, est
non triviale alors le systéme est de suite non isochrone. Sinon, on a X = 0 et on est amené au méme

probléme mais avec une composante impaire.

Cas 2 : k est impair. Dans ce cas, le champ de vecteurs X} contient un opérateur homogene
résonant. Notons k = 2m + 1 alors B,;, ,,, est de profondeur 2m et de poids nul. On a :

Carrg_1(X) = Carrgm(X) = Bpm. (13.5)

)

Par le critere de linéarisation, Carry_1(X) = 0 et le terme résonant By, ,, dans X, est nul. La contri-
bution de X} en longueur 2 suit le méme argument que pour le cas pair et on déduit finalement que
X, =0.

En conséquence, on peut montrer par récurrence que pour étre linéarisable, les composantes
Xk, ..., X9 doivent étre nulles. Mais, par hypothese, on a que Xy; est non trivial. En conséquence, le

champ de vecteurs X est nécessairement non isochrone.

13.3 Démonstration du théoréme 14

La stratégie de la preuve suit celle du Théoreme 13. La principale observation est qu’il n’existe

pas d’interactions entre chaque famille de champ de vecteurs {X,..., Xo} et {Xc, ..., Xo@,—1)}

n=1,...,m. En effet, analysons d’abord la profondeur de tous ces objets. On a :
X, Profondeur
X k—1
X1 k

Xo 2 —1
0 0
Xu 4 -1




13.3 Démonstration du théoréme 14

Suivant les lignes du Théoreme 13, on voit que les arguments basés sur la contribution d’une compo-
sante donnée appartenant a { Xy, ..., X9} sont valides. En d’autres mots, on montre facilement que
pour étre linéarisable, on doit alors avoir X = --- = X9;_o = 0. Le dernier argument concernant Xo;
est aussi vérifié car la premiere contribution de Xy; a la correction est de longueur 2 et de profondeur
41 — 2 qui n’est pas perturbée par les termes de la famille restante {X,, ,... ,XQ(Cn,l)}, n=1...,m

comme la contribution minimale de ces termes a la correction est de profondeur 4/ — 1.

Ainsi, un champ de vecteurs de ce type sera linéarisable si X = --- = Xo; = 0.

Par le méme argument, on voit qu’il n’existe pas d’interaction entre la famille { X,,,... ... s Xo(e 1)}
et {Xe,, s Xo(e,m1)}s » = 2,...,m. On en déduit qu'un champ de vecteurs linéarisable de ce type
doit satisfaire X¢; = - = Xo(¢, _1).

Par récurrence, on en déduit facilement qu'un champ de vecteurs de ce type est linéarisable si
et seulement si toutes les composantes s’annulent. Comme par hypothése on considére un champ de
vecteurs non trivial, on a donc une contradiction et le champ de vecteurs est nécessairement non

isochrone.

111



Chapitre 13 : Démonstrations de la partie 2

112



Chapitre 14

Conclusion et perspectives

14.1 Vers une démonstration compléte de la conjecture de Jarque-

Villadelprat

Nos principaux résultats couvrent une majorité de cas de la conjecture de Jarque-Villadelprat.
Dans les cas restants, le role du terme résonant dans la déformation de la sphere de Birkhoff joue un
role prépondérant. Quoiqu’il en soit, le phénomene qui marche pour un perturbation quartique, qui
est précisément le cas étudié par Jarque et Villadelprat en utilisant des méthodes géométriques, doit
étre appliqué en degré arbitraire. En effet, comme nous ’avons vu dans nos principaux résultats, la
structure algébrique de la correction dans le processus d’annulation ne doit pas changer et peut étre

étroitement étudiée. Nous avons alors plusieurs directions afin de résoudre completement la conjecture :

— Peut-on démontrer le cas quartique en étendant notre méthode ?
— Peut-on étendre la méthode géométrique de Jarque-Villadelprat dans les cas restants ?

— Peut-on prouver ces cas en utilisant d’autres méthodes ?

On pense qu'une meilleure compréhension de la structure algébrique de la correction sera importante

pour aller plus loin.

14.2 Base de Hilbert effective et variété affine de centres isochrones

Un second aspect de ce travail est la description explicite et algorithmique de la variété affine de
centre isochrone. Comme nous ’avons déja souligné, on dispose d’informations sur la croissance du
degré et des coefficients entrants en jeu dans la description de la variété. Une question naturelle est alors
de chercher une version effective du Théoréme de la base de Hilbert afin d’obtenir des informations
sur le nombre minimal de générateurs de l'idéal. Les centres isochrones semblent plus manipulables
que les centres classiques. Quoiqu’il en soit, il est clair que toute avancée dans ces directions aura des
conséquences sur le 16°™¢ probleme de Hilbert. En effet, le méme type de combinatoire et d’outils
peuvent étre utilisés pour obtenir des informations analogues pour les centres de champs de vecteurs

polynomiaux (sur ce sujet on pourra consulter [25]).
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14.3 Isochronisme de systemes Hamiltoniens complexes

Dans [57], les auteurs étudient l'isochronisme de systémes Hamiltoniens complexes dont la partie
linéaire a le spectre (1,—1). Notre méthode et nos résultats s’étendent naturellement a ce cas et
donnent une description explicite et algorithmique de la variété affine des centres isochrones. Cela sera

étudié dans un futur travail.
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Troisiéeme partie

Symétries et linéarisation des tissus du

plan - Un point de vue dynamique

115






Table des matieres

15 Introduction 119
15,1 TiSSUS .« . v v o o e e e e e e e e e e 119
15.2 Linéarisation des tissus . . . . . . . . . . ..o e 123
15.3 Plan . . . o o e 125

16 Groupe de symétrie 127
16.1 Groupes de symétries et générateurs infinitésimaux . . . . . . .. ..o 127
16.2 Prolongement et critéere d’invariance . . . . . . . . . .. .. L Lo 129
16.3 Structures des symétries et propriétés du groupe de symétries . . . . . . . . ... ... 131

17 Symétrie des tissus 133
17.1 Définition de symétries de tissus planaires . . . . . . . . . . . . ... ... 133
17.2 Théoremes sur les symétries . . . . . . . . . . . L e 134
17.3 Groupes de symétries de tissus particuliers. . . . . . . . ... L oL Lo 136
17.4 Régularité des symétries et tissu de Clairaut . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 141
17.5 Dimension du groupe de symétries d'un tissu . . . . . . .. ... L oL 144

18 Arrangement de droites et tissus algébriques 149
18.1 Arrangements de droites de P? et tissus algébriques . . . . . . . .. .. ... ... ... 149
18.2 Relations abéliennes et rang d’'un tissu . . . . . . .. .. L L Lo oL 150
18.3 Algébrisation et linéarisation de tissus . . . . . . . . .. ..o 151
18.4 Caractérisation des 3-tissus hexagonaux . . . . . . . . . . . .. ... .. 152

19 Symétrie d’un tissu et module de dérivations de la courbe discriminante du poly-

nome de présentation 153
19.1 Autour du Théoréme de Darboux . . . . . . . . .. . ... ... . 153
19.2 Groupe de symétries d’un tissu et facteurs intégrants . . . . . . .. .. ... ... ... 155

19.3 Polynome de Darboux et courbe discriminante du polynéme de présentation d’un tissu
implicite . . . . . L e 156
19.4 Module de dérivations et courbes discriminantes . . . . . .. ... ... ... ... .. 157

19.5 Lien avec les arrangements de droites . . . . . . . . .. ..o oo 158



TABLE DES MATIERES

20 Algorithme de P.J. Olver 161
20.1 Invariants du groupe de symétries. . . . . . . . ... Lo oo 161
20.2 Algorithme d’Olver . . . . . . . . . e 161
20.3 Exemples . . . . L e e e 162

21 Perspectives 165

118



Chapitre 15

Introduction

Dans [52], Alain Hénaut obtient via des outils de géométrie algébrique et/ou différentielle une
caractérisation des tissus du plan pararallélisables via la dimension de leur groupe de symé-
tries. C’est suite a la présentation de ses travaux au laboratoire de mathématiques de Pau que nous
avons évoqué la possibilité d’obtenir des démonstrations alternatives de ses résultats dans le cadre
classique des symétries d’équations différentielles exposé notamment par P.J. Olver dans son

livre [68].

Dans cette partie, nous présentons le résultat de ce travail, a savoir la mise en place de ce cadre
dans le cas des tissus et des démonstrations complétes des résultats concernant les groupes de
symétries de certains tissus du plan étudiés par [52] et pour lesquels les démonstrations sont soit
esquissées, soit absentes.

Notre intérét pour ce sujet et la relation a la partie II de cette thése s’explique de la maniere
suivante : 'algebre de Lie d’un tissu est une sous-algebre de Lie du module de dérivation associé
a la courbe discriminante du tissu. Or, ce module posséde une interprétation dynamique : il
correspond a l’ensemble des champs de vecteurs laissant invariant (au sens dynamique) la courbe et
plus précisément le discriminant de la courbe est un polynéme de Darboux pour ces champs.
On devine donc une relation entre les propriétés du tissu et des propriétés d’intégrabilité ou
de linéarisabilité des champs du module. C’est ’ensemble de ces relations que nous explorons dans

la suite de cette partie.

15.1 Tissus

La géométrie des tissus est ’étude simultanée de feuilletages plongés dans un méme espace. Ce
domaine des mathématiques prend ses origines dans les équations différentielles et a vu le jour avec
les travaux de W. Blaschke, G. Bol et G. Thomsen dans les années 1930. Une référence classique est le
livre de Bol et Blaschke [1]. Ce domaine a connu une période tres active jsqu’au milieu du 20%™e siecle
avant de connaitre un renouveau dans les années 70 avec les travaux de Akivis, V.V. Goldberg puis
de P.A. Griffiths et S.S. Chern ou ils introduisent les outils de la géométrie différentielle et algébrique.
Enfin depuis les années 90, A. Hénaut, D. Cerveau, E. Ghys, pour n’en citer que quelques uns, ont

vivement travaillé sur le domaine et plus récemment on pourra citer L. Pirio ou encore J.V. Pereira
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et le livre de référence [71].

15.1.1 Les différentes représentations d’un tissu

Commengons avec la définition locale d’un feuilletage donnée dans [58, p.19] :

Définition 58. Un feuilletage de dimension p (ou codimension n — p) au voisinage 0 dans R"™ (ou

C™) au voisinage de 0 est la donnée d’un voisinage U de 0 et d’une application lisse :
= (Y1,...,09) : U=V CRY (15.1)

qui est une submersion en tout point de U, c’est-a-dire que sa jacobienne :

oY,
((%wj)lgigq, 1<j<n; (15.2)

est de rang mazximal q.

Les feuilles sont alors les composantes connexes des sous-variétés :
Y = constante; (15.3)

elles sont lisses de dimension p.
On peut alors définir un d-tissu :

Définition 59 (Tissu). Un d-tissu, noté W(F,--- , Fy), est défini comme une collection de d feuille-
tages holomorphes de codimension 1 F;, 1 = 1,...,d, de (C™,0) tels que leurs espaces tangents soient en
position générale c’est-a-dire que pour toute famille de m feuilletages avec m < n, les espaces tangents

correspondants en l'origine ont une intersection de codimension m.

Fa(x,y) = esle

Filz,y) = este

Un exemple de 3—tissu

Remarque 15. La condition de position générale est donnée par dF;(0) AdF;(0) = 0 pour tout i # j.
Cette hypothése peut étre affaiblie par une condition de transversalité deux a deux ce qui conduit
a la définition de tissu quasi-lisse ou les espaces tangents des feuilletages ne sont jamais confondus.

11 est aussi possible de supposer que les codimensions des feuilletages ne sont pas nécessairement égales

a 1 et que les codimensions varient d’un feuilletage da [’autre.

1. Les illustrations présentes dans ce manuscrit sont empruntées a la thése de O. Ripoll dirigée par A. Hénaut,
Géométrie des tissus du plan et équations différentielles, 2005
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Un feuilletage F; peut étre défini par un germe de 1-forme holomorphe w; € Q'(C",0) non nul qui

satisfait la condition d’intégrabilité de Frobenius (voir [72, p. 30]) :
w; A dw; = 0. (15.4)

On peut ainsi définir un d-tissu comme une collection de d germes de 1-formes holomorphes satis-
faisant la condition d’intégrabilité de Frobenius. Le tissu est alors noté W(wy, ...,wq) et la condition
de position générale est :

(wiy A=+ Awi;)(0) # 0, (15.5)

ou {i1,...,7;} est un sous-ensemble de {1, ...,d} et j < min{d,n}.
La dualité entre les 1-formes et les champs de vecteurs permet de considérer un d-tissu comme une
collection de d champs de vecteurs W(X1, ..., X;). Les feuilles de chaque feuilletage F; correspondent

a des courbes intégrales des champs Xj;.

Enfin, une derniére représentation des d-tissus est possible en utilisant les submersions. En effet,
les feuilletages F; étant lisses, ils définissent les surfaces de niveau de submersions u; : (C*,0) — C.

Le tissu sera alors noté W(uq, ..., uq).

Dans la suite, nous étudions une classe particuliere de tissus introduite par A. Hénaut (voir [52])

appelés implicites.

15.1.2 Forme préparée d’une équation différentielle polynomiale

Nous nous intéresserons aux d-tissus de (C2,0) appelés implicites définis par une équation diffé-

rentielle du premier ordre et de degré d suivant [52].

On considére une équation différentielle du premier ordre polynomiale de degré d a

coefficients analytiques, c’est-a-dire :

F(z,y,y') = ao(a,9)(y) + ar(z,9)(y)* !+ +ag(e,y) =0, (15.6)

oy = %et ou les coefficients a;(x,y) sont analytiques en z et y.

On appelle polynéme de présentation de F' et on note Pr, le polynéme en la variable z et de

parametres x et y associé au tissu F' et défini par :

Pr(z;2,y) = ap(x, y)zd + ay(x, y)zd_1 + -+ ag(z,y). (15.7)

On a F(z,y,y") = Pr(y';x,y). On peut calculer le résultant et le discriminant de ce polynéme définis

par :

d(d—1)

Rp, := Result(Pr,0,Pr) = (—1)" 2 apA, (15.8)
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ou A est le z-discriminant donné par :

A=a2? I ilz,y) —pi(z.y))% (15.9)
1<i<j<d

ou les pi(x,y),...,pi(z,y) sont les racines de Pr(z;z,y) (voir [12, p. 403]).

On supposera dans la suite que ’on se place hors du lieu des singularités, autrement dit :
Rp, # 0, (15.10)

appelée condition de factorisation. En effet, le polynéme Pr admet alors d racines distinctes et on

peut dans ce cas factoriser le polynéme Pr par rapport a la variable z :

d

Pr(z2,9) = ao(e, ) [ [ (= = pi(, v). (15.11)
=1

On déduit de cette construction la forme factorisée de I’équation différentielle initiale :

d
F(z,y,y) = ao(z, ) [ [ — pi(z. 1)), (15.12)
i=1
qu’on appellera forme préparée de F.
On obtient donc d racines et chacune d’elle engendre des courbes intégrales qui décrivent 1’objet
géométrique.

On est conduit & la définition suivante (voir [52]) :

Définition 60 (d-tissu implicite). On appelle d-tissu implicite la donnée d’une équation différen-
tielle polynomial de degré d du premier ordre a coefficients analytiques satisfaisant la condition de

factorisation.

Remarque 16. On considére des tissus a un isomorphisme locale prés, considérer F' ou g - F avec
) . . , . . L . . s , ; L
g un fonction analytique inversible revient d considérer le méme tissu. L’étude d’un tissu implicite
est donc [’étude de la classe des équations différentielles donnée a un inversible prés de F. Dans la
suite, on considerera comme représentant de la classe pour cette relation d’équivalence celui de degré

minimal.

Nous allons le voir dans la section suivante, on peut associer de maniére naturelle un d-tissu explicite

a la forme préparée de F'.

On notera W(F') le tissu implicite défini par I’équation différentielle F'.

15.1.3 Construction du tissu explicite associé a une forme préparée

On considére un tissu défini implicitement par une équation différentielle polynomiale de degré d

sous forme préparée.

On peut associer a la forme préparée, une famille de d champs de vecteurs notés X;, i = 1,...,d,
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donnés pour chaque racine p; par :
Xi = 0; + pi('rv y)alh (1513)

ou de maniere duale par la 1—forme différentielle :
wi(z,y) = dy — pi(z,y)dz. (15.14)

Définition 61 (d-tissu explicite associé a F'). Soit F' la donnée d’un d-tissu implicite satisfaisant la
condition de factorisation. On appelle d-tissu explicite associé a F' le d-tissu W(Xq,...,Xq) ot les

X; sont donnés par la forme préparée de F .

De maniére réciproque, la donnée d’un d-tissu explicite W(F1, ..., Fy) permet de définir un d-tissu

implicite. Il suffit de considérer la forme préparée définie par les racines :

(15.15)

Dans la suite, nous allons utiliser les différentes représentations d’un tissu. L’intérét de la repré-
sentation implicite étant d’avoir un objet global représentant le tissu. L’idée est donc de voir si des

propriétés de cet objet global permettent de caractériser certaines propriétés des tissus.

15.2 Linéarisation des tissus

Nous allons nous intéresser a la classification des tissus qui dans le cas de tissus implicites corres-
pond a la classification d’équations différentielles du premier ordre d’un degré donné. Pour les classifier

nous considérerons 1’équivalence de tissus sous 'action de biholomorphismes de (C",0).

15.2.1 Equivalence de tissus

On définit 'action d’un biholomorphisme ¢ de (C", 0) sur un d—tissu W(wi, ...,wq) ou W(X1, ..., X4)
ou encore W(F1,..., Fy) par :

W(Qp*(wl)a"'ﬂp*(wd))y
CW (X1, ooy Xg) = W(pi(X1), -, (X)),
@W(Fl,...,Fd) :W(Flotp,...,FdOgO),

cp*W(wl, ...,wd)

ou ¢* est le pull-back (ou codifférentielle) de ¢ et v, la différentielle de .

Définition 62 (Tissus équivalents). Deux d-tissus W(wi, ...,wq) (resp. W(X1, ..., X4)) et W(wi, ..., w)
(resp. W(X{1, ..., X)) sont dits équivalents s’il existe une germe de biholomorphismes de (C™,0) tel

que :

O (Wi, ey wg) = (W, oy wly)
(resp. pu(X1,..., Xq) = u.(X1, ..., X}),

ot u est un germe d’une fonction analytique inversible de (C™,0).
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On veut classer les tissus a équivalence pres. Dans le cas o d < n, on peut toujours construire un
biholomorphisme qui redresse simultanément ’ensemble des feuilles (on renvoie a [72, p. 3]). Dans ce
cas, il n’y a qu’une seule classe d’équivalence. Dans le cas d > n, il existe une multitude de classes
d’équivalence. On est donc conduit a étudier des classes d’équivalence de tissus ayant des propriétés

particulieres. C’est ce que nous faisons dans la prochaine section avec les tissus linéaires.

15.2.2 Tissus linéaires et linéarisation

Un tissu étant donné on veut trouver une représentation la plus simple possible via ’action des
biholomorphismes. C’est une idée proche de celle de la recherche des formes normales pour les équations
différentielles, a la différence qu’ici on doit considérer des réductions simultanées de I’ensemble des
champs définissant le tissu. Comme pour les équations différentielles, les tissus dit linéaires jouent un

role particulier.

Définition 63 (Tissus linéaires). Un d-tissu est dit linéaire si les feuilles des d feuilletages sont des

morceaux de droites non nécessaitrement paralléles entre elles.

.-"'-ff
,-f"f —
h H""\-\-\ P___/d ____p-"'_-_F-
. ____r"' _,__--'_-_F--
T
e
— ’_,,-*"f h“‘*-h: —
.-f-' Hﬁ"'\-\.\_\_\‘ B —
- ——
. —
~ ~— —
. T
H“a -
",

Un tissu linéaire

Ces tissus sont les plus simples des tissus que 'on peut envisager. On peut donc chercher si un

tissu donné se rameéne a une forme linéaire.

Définition 64 (Tissu linéarisable). Un tissu est dit linéarisable s’il est conjugué a un tissu linéaire.

On est naturellement conduit au probleme dit de linéarisation :

Probleme de linéarisation : Caractériser les d—tissus sur une variété réelle ou complexe de dimen-

ston n qui sont linéarisables.

Le probléeme n’a de sens que pour d > n+ 1. En effet, si d < n, il est toujours possible de redresser

simultanément les d champs de vecteurs dans C™.
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15.2.3 Linéarisation des tissus implicites et groupes de symétries

Un moyen classique de classifier les équations différentielles est la théorie des invariants diffé-
rentiels. La construction de tels invariants implique notamment ’étude des groupes de symétries
des équations. En particulier, il existe une relation forte entre linéarisabilité et existence de groupes

de symétries ([6%], [69]).

Dans un travail non publié [52], A. Hénaut caractérise les groupes de symétries des d-tissus impli-

cites planaires.

Dans cette partie, nous proposons une relecture du travail d’A. Hénaut dans le cadre de la théo-
rie des invariants différentiels telle qu’exposée dans le livre classique de P.J. Olver (voir [68]). En

particulier, nous donnons des calculs détaillés pour les groupes de symétries de d-tissus.

15.3 Plan

Dans un premier chapitre (16), nous donnerons des rappels généraux sur les groupes de symétries
d’équations différentielles, suivant [65].
Dans le chapitre suivant (17), nous adapterons ce formalisme aux tissus et nous donnerons des exemples
de calculs explicites de groupes de symétries de tissus classiques. Ce chapitre permettra notamment
de soulever des questions quant & la nature des symétries (la classe de régularité) et la dimension de
I’algebre de Lie des symétries.
Le chapitre 18 permettra d’introduire une classe particuliere de tissus : les tissus hexagonaux, ainsi
que les relations abéliennes d’un tissu. Nous redonnerons des théoremes classiques sur ces objets et
mettrons en avant I'interprétation dynamique de ces derniers.
Dans le chapitre 19, nous ferons le lien entre les symétries et 'algebre de dérivations de la courbe
discriminante en utilisant le théorie classique de Darboux sur les courbes invariantes d’équations diffé-
rentielles. Nous verrons ainsi que le module de dérivations, objet classique de la géométrie algébrique,
défini comme ’ensemble des dérivations laissant invariants des variétés est une algébre de Lie conte-

nant ’algébre de Lie des symétries d’un tissu.

Le chapitre 20 nous permettra de présenter un algorithme donné par P.J.Olver dans [(8] sur la
construction d’invariants de l'algebre de Lie des symétries d’un tissu. Nous verrons que partant d’un
tissu, nous pouvons obtenir son algébre de symétrie mais que celle ci ne permet pas dans les exemples
dont nous disposons de reconstruire le tissu autrement dit que le tissu est un invariant complet de son
algebre de Lie.

Dans le chapitre final, on terminera en discutant quelques perspectives.
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Chapitre 16
Groupe de symétrie

Dans ce chapitre nous donnons des rappels classiques sur les groupes de Lie, ’action d’un groupe
de transformations locales et le groupe de symétries d’équations différentielles. Nous utilisons les

notations et le vocabulaire de [68].

16.1 Groupes de symétries et générateurs infinitésimaux

On rappelle dans un premier temps la structure de groupe de Lie qui sera essentielle pour définir
un groupe de symétrie, un groupe de Lie n’est ni plus ni moins qu’une variété différentielle munie

d’une structure algébrique de groupe :

Définition 65. Un groupe de Lie est un groupe qui posséde une structure de variété lisse de dimension

r telle que les applications suivantes :
m:GxG— G, m(g,h) = g- h(la multiplication)
et :
i:G— G, i(g) =g ' (linversion),
ot g, h € G, sont des applications lisses entre variétés.

Ceci est une définition abstraite d’un groupe de Lie qui peut aussi se définir localement de la

maniére suivante & la maniére des sous-variété de K™ :

Définition 66. Un groupe de Lie local consiste en des sous-ensembles ouverts connezxes Vo C V. C R>

contenant 0, et des applications lisses :
m:V xV —=R"
qui est l'opération de groupe et ’application inverse :
1: Vo=V,
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avec les propriétés suivantes :
a) Associativité : m(x, m(y, z)) = m(m(x,y), z), pour x,y,z € V,
b) Elément identité : pour tout x € V,m(0,x) = m(x,0) = z,

¢) Inverse : pour tout x € Vo, m(z,i(x)) = m(i(z),z) = 0.
On peut maintenant introduire les groupes de transformations agissant sur une variété donnée :

Définition 67. Soit .4 une variété lisse. Un groupe local de transformation agissant sur .# est donné

par un groupe de Lie (local) G, un sous-ensemble ouvert % , avec :
{e}yxtl CcU CGx M,

avec % le domaine de définition de laction de groupe et application lisse ¢ : U — M telle que :
a) pour (h,z) € %,(g,¢(h,x)) € % et (g-h,x) €U, on a:

¢(gaw(h7 .%')) = ¢(9 : h,l‘),

b) pour tout x € M, (e, x) = x,
c) pour (g,x) € %, on a (97", 9(g,2)) € % et (g~ Y(g,2)) = z.

Nous allons nous intéresser aux groupes de symétries d’une famille d’équations différentielles, on
introduit donc quelques notations :
Soit . un systeme différentiel d’ordre n en p variables indépendantes (x1, ..., x,) et ¢ variables dépen-

dantes (up, ..., uq) donné par le systéme suivant :
Q(z,u™(2)) =0, v=1,...,1

ot Q:MxU™ =M xU; x---xU, =R, avec U; le domaine de la i*™¢ dérivée de f et u(™(z) =

ak N . .
ﬁ ouk =mny+--+mnpetji+ g =k
On peut alors définir le groupe de symétrie d’une systeme d’équations différentielles de la maniere

suivante :

Définition 68. Soit . un systéme différentiel. Un groupe de symétries de . est un groupe local de
transformations G agissant sur un sous-ensemble ouvert M du produit cartésien D x U des variables
indépendantes et dépendantes du systéme . avec la propriété que si u = (u1,...,uq) = f : M — U
est une solution de .7 et dés que g - f est définie pour g € G, alors g - f(x) est aussi une solution du

systeme.

On notera que si 'action du groupe de symétries ne dépend que d’un parametre ¢, elle est de la

forme :
Ge:x €M ge - (z, f(2)).

On peut alors voir 'action d’un élément du groupe comme ’action d’un champ de vecteurs X sur la
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variété obtenu par dérivation par rapport a ce parametre € :

d(ge - f(z))

X =
de

|€=08x +

d(ge -
(gg) |e=00u-

d

Définition 69. Le champ de vecteurs X est appelé générateur infinitésimal du groupe de symétrie G.

La théorie classique des équations différentielle assure par le théoreme de Cauchy-Lipschitz I’exis-
tence d’un flot du champ X, c’est-a-dire d’une fonction ¢ qui dépend d’un parametre € et des variables

x = (x1,...,Tp), satisfaisant :

Xa(e, ) = wi’x).

Ainsi le flot définit un groupe de transformations & un parametre et est défini comme ’exponentiel du

champ de vecteurs X :
Y(e,z) = exp(eX)x,

dont I'expression explicite est :

exp(eX)x = Z €%X”(w)

n>0"""

o X"(x) =X o---0 X(x) est la composition usuelle d’opérateurs différentiels.

16.2 Prolongement et critere d’invariance

Par définition, un groupe de symétrie d’'un systeme différentiel transforme une solution de ce
systeme en une nouvelle solution. Ceci fournit des contraintes sur les générateurs infinitésimaux du
groupe de symétries. En effet, pour vérifier que I'image d’une solution par 'action du groupe est encore
une solution, celle-ci doit satisfaire le systeme différentiel. Pour le vérifier, il est donc nécessaire de
savoir écrire les dérivées de cette image sous l'action du groupe. On est donc conduit a la notion de
prolongement qui donne la forme explicite de cette action sur la solution et ses dérivées jusqu’a un

certain ordre :

Définition 70. Une solution f d’un systéme différentiel Q,(x,u) =0, v = 1,...,1 est une fonction

u= f(x) telle que :
Q (2, pr™Mfz) =0, v=1,..,1

ot pr(")f(a:) est le prolongateur de f c¢’est-d-dire défini sur Uespace des jets d’ordre n M x U™

Ce prolongement se traduit aussi sur le flot d’'un champ de vecteurs X comme ci-dessus et on le

note :
pr(n) [exp(e X)].
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Cela permet ainsi de définir le prolongement d’un générateur infinitésimal du groupe de symétrie :

Définition 71. Soient M C D xU un ouvert et X un champ de vecteurs sur M, avec le groupe local de
transformations d un paramétre correspondant exp(eX). Le n®"e prolongateur de X, noté prMX | est
le champ de vecteurs défini sur le n™¢ espace des jets M x U™ = M et est défini comme le générateur

infinitésimal du groupe de transformations da un parameétre prolongé pr®) lexp(eX)], c¢’est-a-dire :

d
priVX] g ) = de (pr(n) [mp(sX)](x’“n(:”))) le=o0

pour tout (x,u™) e M™.

Pour obtenir l'invariance d’un systeme différentiel sous action d’un groupe de symétrie, on a

besoin que ce dernier vérifie une condition de rang maximal :

Définition 72. Un systéme différentiel Q,(x, u(”)) =0, v=1,...,1, est de rang maximal si la matrice

Jacobienne Jo(z,u™) de Q par rapport auz variables (x,u(™) est de rang | dés que Q(z,u™) = 0.

Comme 'action prolongée d’un groupe de symétrie peut étre traduite sur ’expression de ses géné-
rateurs infinitésimaux, dans la suite nous utiliserons uniquement le champ de vecteurs prolongé pour

obtenir le critére d’invariance suivant (voir [68, Theorem 2.31, p.104]) :

Théoréme 23 (Critére d’invariance). Soit
Q(z,u™) =0, v=1,..,1,

un systeme différentiel de rang mazimal défini sur M C D x U. Si G est un groupe local de transfor-

mations agissant sur M et :
pr(")X[Q,,(x,u(”))] =0, v=1,...,1,dés que Ql,(:c,u(”)) =0,

pour tout générateur infinitésimal X de G, alors G est un groupe de symétries du systéme différentiel.

On renvoie a [68], Theorem 2.31 p.104 pour la démonstration.

Ce dernier théoreme donne un critere d’invariance mais ne permet pas le calcul explicite des
objets considérés, ceci est fait par le théoreme suivant donnan la formule explicite d’un générateur

infinitésimal prolongé d’un groupe de symétries (voir [68, Theorem 2.36, p.110]) :

Théoréme 24. Soit

P q
X = Zg’b(x7u)al‘z + Z¢a(x7u)8ua
=1

a=1

un champ de vecteurs sur un sous-ensemble ouvert M C X x U. Le n®™ prolongateur de X est le

champ de vecteurs :

q
prWX =X + ZZgbi(fﬁ,u(”)@ué
a=1J
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défini sur Uespace des jets correspondant M™ C X x U™, la deuziéme somme étant sur tous les
multi-indices (non ordonnés) J = (ji,...,jx), avec 1 < jo < p, 1 < k < n. Les fonctions ¢J en

coefficients de pr™ X sont explicitement données par les formules :

P A P .
%mm“U=DJG@_Xﬁ%J+§}mhn
i=1 i=1

8k+1ua

N i _
0t U}, = Oy, Uq, €t uly, = O Uja = TR T T

Mlustrons le calcul des prolongateurs a l'ordre 1 (n = 1) correspondant au cas des tissus ainsi que

le Critere d’invariance.

Exemple 16. Soit un systéme différentiel Q(x,y,y' (x)) = yo(z) — p(z,y(z)). Soient G un groupe de
symétries et un générateur infinitésimal X = a1 (x,y)0, + az(x,y)0y. Considérons le prolongateur de

X au premier ordre :

prOX = a1(2,9)0, + as(w, )9y + (9a(02) + (9y(a2) = Da(1))ya — Dy(1)y?) Dy,

avec y' (x) = % = Y. On doit vérifier que Q(z,y,y,) est de rang mazximal. La matrice Jacobienne est

le vecteur suivant Jo(x,y,y.) = (—0:(p(x,y)),0y(p(x,y)),1), alors le rang est maximal et égal a 1.
On applique prV X a Qz,y,Yz), on a alors :

prOX Q(z,y,y:) = —a10:(p) — @20, (p) + s (a2) + (9, (a2) — Bx(01))p — Dy(e1)p” =0,

dés que Q(x,y,y.) =0 et y, = p(x,y).

16.3 Structures des symétries et propriétés du groupe de symétries

L’ensemble des générateurs infinitésimaux d’un groupe de symétrie possede une structure classique

d’algebre de Lie comme 1’énonce la proposition suivante (voir [68, Corollary 2.40, p.115]) :

Proposition 8. Soit .7 un systéme différentiel 2, (x, u(")) = 0 de rang maximal défini sur M C DxU.
L’ensemble des symétries infinitésimales du systéme forme une algébre de Lie de champs de vecteurs
sur M. De plus, si cette algebre de Lie est de dimension finie, le groupe de symétries est un groupe de

Lie local de transformations agissant sur M.

On conclut ce chapitre sur ’équivalence entre équations différentielles et 'isomorphisme entre

groupes de symétrie :

Définition 73. Deux équations différentielles sont dites équivalentes s’il existe un changement de
coordonnées qui transforme l'une en ’autre.
Deuz groupes de symétries sont isomorphes s’il existe un difféomorphisme entre eur qui est aussi un

homomorphisme de groupe.

La proposition suivante permet donc d’obtenir un moyen de classification (voir [69, Proposition
6.13, p.185]) :
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Proposition 9. Deux équations différentielles équivalentes ont des groupes de symétries isomorphes.

La dimension de I'algebre de Lie des symétries est un invariant. Donc si deux tissus ont des algebres

de Lie des symétries de dimensions différentes, ils ne seront pas équivalents.
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Chapitre 17

Symeétrie des tissus

Dans ce chapitre, on spécialise le formalisme introduit dans le chapitre précédent au cas des tissus.
On retrouve (Théoreme 26) la caractérisation donnée par A. Hénaut dans ([52, Section 2|, ) des
symétrie d’un tissu via un systéeme d’équations aux dérivées partielles qu’il donne sans démonstration.
La résolution de ce systéme est ensuite donnée dans de nombreux exemples (tissu de Cartan, parallele,
etc). Tous les calculs sont détaillés. Le calcul de ces solutions permet de voir que la classe des fonctions
utilisée est tres spécifique. En particulier, on est obligé de sortir de la classe analytique dans laquelle
les tissus sont considérés. Il semble d’ailleurs possible de préciser ce point via des théorémes de type
Maillet (voir [43], [45] et Section 17.4). Ce phénomene est bien mis en évidence dans I’étude du tissu
de Zariski en Section 17.5.2, utilisé comme illustration d’un des théorémes principaux de A. Hénaut
[52], & savoir que 'algebre de Lie des symétries d'un d-tissu, d > 3, du plan est de dimension 0, 1 ou
3.

17.1 Définition de symétries de tissus planaires
On commence par définir le groupe de symétrie d’'un tissu du plan (voir [52]) :

Définition 74. Soit W(d) = W(F1, ..., Fy) un d-tissu. Un groupe G est un groupe de symétries du
tissu W(d) si et seulement il laisse globalement invariant le tissu mais aussi chacune des feuilles qui

le constitue.

Le Lemme suivant permet le transfert de 1’étude du feuilletage a celui de ’équation différentielle

associé. C’est un résultat classique [68] que l'on a appliqué aux tissus :

Lemme 59. Soit W(d) un d-tissu donné par d feuilletages Fi, ..., Fy admettant un groupe de symétries
G. Alors, pour tout i € {1,...,d}, G est un groupe de symétries de l’équation différentielle définie par
le feuilletage F;.

Démonstration. Par définition, G est un groupe de symétries d'un d-tissu W(d) si pour tout i €
{1,...,d} onaVm € F;, Vg € G, g-m € F;. Chaque feuille de chaque feuilletage F; est envoyée sur une
autre feuille d'un autre feuilletage F;. La condition d’invariance est équivalente a dire que G envoie
une solution de A; = 0 sur une autre solution, c’est-a-dire que 4A; est invariant par G. Ainsi le tissu

est invariant par G si toutes les équations sont simultanément invariantes par G. O
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17.2 Théorémes sur les symétries

Cette partie permet de préciser comment obtenir les symétries d’un tissu du plan. On réécrit donc
le critere d’invariance du chapitre précédent dans le cas d’une équation différentielle type définissant

un tissu :

Théoreme 25. Un champ de vecteurs X = a10; + a0y est un générateur infinitésimal d’un groupe

de symétries G d’une équation différentielle de la forme :
y' (@) = p(z, y(z))
si et seulement si les fonctions aq et ao en les variables x et y sont solutions de :
—10:(p) — 020y (p) + Ou(az) + (9y(a2) — 0x(a1))p — dy(a1)p® = 0.

On en déduit facilement le théoréme sur les tissus en généralisant a une famille d’équations :

Théoréme 26 (Groupe de symétries d'un d-tissu). Soit W(d) = W(F1, ..., Fy) un d-tissu. Pour tout
entier i € {1,...,d}, on définit l’équation Q; :

Qi(z,y(x),y (x)) =y — pi(z,y(x)) =0

et les équations associées

pi(z,y) = —

Soit G un groupe de symétries de W(d), alors tout générateur infinitésimal X = a1 (x,y)0,+oo(x,y)0y
de G satisfait :

—a102(p;i) — @20y (pi) + On(a2) + (Oy(a2) — Oz(a1))ps — Gy(al)p? =0,t=1,..,d. (17.1)

Ces équations définissent l'algebre de Lie des générateurs infinitésimaux des symétries.

Démonstration. 11 suffit ici de vérifier la condition de rang maximal. Comme on considere un systéme

d’équations indépendantes, autrement dit toutes les équations dépendent des variables x et y avec

chaque y dépendant du méme z, alors la matrice Jacobienne est donnée par (A B C) ou A est
—0x(p1) —0y(p1)

le vecteur colonne : , B est une matrice d x d de la forme Id; X : avec Idy la
—0z(pa) —0y(pa)

matrice identité de taille d x d et le block C est aussi Idy (chaque colonne correspond a la dérivée

partielle par rapport a une des variables y). Finalement, la matrice Jacobienne de taille d x (2d 4 1)

est de rang maximal si et seulement si le rang est d, ce qui est assuré par le block C. 0

Le théoreme suivant permet de montrer que 'on peut toujours réduire le systeme des symétries

17.1.
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Théoréme 27 (Equation normalisée du groupe de symétries d’un tissu implicite). Le systéme d’équa-

tions 17.1 peut s’écrire sous une forme normalisée :

—0z(a2) +g401 + hgaz =0
Oz(a1) — Oy(az)  +ga—101 + hg_102 =0
Oy(a1) +94—201 + hg_102 =0

9gd—301 + hg_zaa =0

gial + hiag = 0.

ot les coefficients g; et h;, pour i = 1,...,d, dépendent des pentes p;.

Démonstration. 11 suffit de considérer le systeme 17.1 et d’y appliquer une élimination de Gauss. [

Dans les sections suivantes, nous donnons des exemples de résolutions explicites de tels systémes.
Les sections suivantes permettront de discuter de ’existence et de la nature des solutions. Plus parti-

culierement, si les fonctions g; et h; sont analytiques, peut-on préciser les régularités des symétries ?

Proposition 10. Le systeme 17.1 admet toujours une solution dont la classe de régularité n’est pas

déterminée.

Démonstration. C’est un systeme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre en «y et g,
le théoréme d’existence de Cauchy-Kovalevskaya ([09], Theoreme 15.2, p.448) assure l’existence de

solutions. ]

On renvoie a la section "Régularité des symétries" pour une discussion autour de la nature de ces
solutions.
Considérons un d-tissu avec d > 3, on a un systéme de trois équations aux dérivées partielles et d — 3

équations considérées comme des contraintes. Suivant les notations d’A. Hénaut, on appelle matrice

ga  ha
ga—1 ha—
de symétries la matrice (d x 2) notée S définie par : S =
g2 ha
g h

Pour conclure cette section, nous avons le Lemme suivant :

Lemme 60. Soit X = aq(z,y)0, + aa(x,y)0, une symétrie d’'un d—tissu défini par les champs de
vecteurs X; = Oy + pi(x,y)0y pouri=1 da d. Alors :

(X, Xi] = vi(z, ) X,

ot vi(x,y) = —0z(0q) — piOy(a).

Démonstration. Un simple calcul du crochet de Lie donne :

[X7 Xz] = alax(pi)ay + a28y(pi)8y - ax(al)ax - ax(OQ)ay - piay(al)ax - piay(QQ)ay
= (—0z(a1) — pi0y(n)) Oz + (010:(pi) + a20y(pi) — Ox(2) — pidy(az)) Oy.
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On utilise alors I’équation de symétrie 17.1 :

_ax(O‘?) + (8x<a1) - ay(O‘?))pi + 8y(0‘1)1%2 =+ 8x(pi)a1 + ay(pi)OQ =0.
On obtient finalement :

(X, Xi]

(—0u(1) — piOy(0)) 0y + (=9 (a1)p — Oy (a1)p?) 0y,
= (—0z(a1) — piOy(a1))(0z + pi(w, y)Oy),

O]

Ce résultat est une piste concernant 'interprétation dynamique et 'intégrabilité car des résultats
semblables dans le cas du probléme du centre assure 'intégrabilité d’un champ s’il apparait comme

"vecteur" propre d’un crochet de Lie. On renvoie a [16] pour plus de détails.

17.3 Groupes de symétries de tissus particuliers

Nous allons dans cette section présenter des calculs explicites de symétries de d-tissus. On pourra
noter la différence entre les cas ot le tissu est défini par un ou deux feuilletages et le cas ol on le définit
par trois feuilletages ou plus. Les cas d = 1 et d = 2 sont triviaux et ont des groupes de symétries de

dimensions infinies alors que les autres cas ont des nombres finis de symétries.

17.3.1 Cas des 1-tissu et 2-tissu

Pour les tissus du plan, on voit le cas particulier des 1-tissus et 2-tissus dont les algebres de Lie

des symétries sont de dimension infinie :

Lemme 61 (1-tissu). L’algébre de symétries d’un 1-tissu est de dimension infinie, chaque symétrie

est de la forme :
X = (651 (l’, y)ax + a2(y)8ya

avec o € €Y (x,y) et ag € €“(y), ou €% est 'ensemble des fonctions analytiques en les variables x

et/ou y.

Démonstration. Pour un 1-tissu, on peut supposer p; = 0. Ainsi le systeme 17.1 se réduit a :
Oz () =0,
aucune condition n’apparailt sur 1. L’algebre de Lie est de dimension infinie et générée par :
X = a1(z,y)0z + a2(y) 0y,

ol ag(y) est analytique en y. O
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Lemme 62 (2-tissu). L’algébre de Lie des symétries d’un 2-tissu est de dimension infinie.

Démonstration. Pour d = 2, avec p1 # p2 on peut supposer que p; = 0 et ps = 1, on obtient les deux

équations :

Oz(az2) = 0 pour p; =0,
—0z(az2) + (Oz(a1) — Oy(a2)) + 9y(a1) = 0 pour py = 1.

Comme pour le cas précédent, on a que ag est une fonction de la variable y. La seconde équation est :
Ox(a1) + Oy(a1) = Oy(a2)

Si les solutions ont la forme générale a3 = Y pjpa? y* et ap = > g;y’ alors la derniere équation
J,k>0 Jj=0
implique :

A > 17v] 2 pri—i-l,j(i + 1) +pl,]+1(] + 1) = 07

pour ¢ =0, Vj > 1,

prj +po+1(J +1) =qi(j + 1)
Ces dernieres relations définissent les relations sur les coefficients des symétries d’un 2-tissu. O

17.3.2 Le cas parallele

Les tissus paralléles, donnés par des feuilletages de droites paralléles, jouent un role particulier
dans I’étude des tissus, nous allons donc ici calculer le groupe de symétrie de tels tissus apres les avoir

définis :

Définition 75 (Tissu parallele). Un d-tissu est dit paralléle s’il est donné par la superposition de d

pinceaux de droites en position générale, écrit sous la forme :

W(arz — by, ..., agx — bgy)

aq

ot (a;,b;) € C2\ {0}. L’hypothése de position générale est équivalente & p; # p;, Vi # j ot p; = —5

1=1,...,d, représentent les pentes du pinceau.

Tissu paralléle
La terminologie de tissu parallele vient du fait que chaque feuilletage est constitué de droites
paralléles.

Les symétries d’un tel tissu sont données par le Lemme suivant :
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Lemme 63. Soit un d-tissu paralléle, avec d > 3, défini par les pentes constantes p;(z,y) i =1,...,d.

Alors son algebre de Lie des symétries est engendrée par les trois générateurs infinitésimauz :
g= {3:):, aya 0y + yay}

C’est ce Lemme que nous utiliserons plus tard dans la caractérisation de la dimension de 'algebre

de Lie des symétries d’un d-tissu.

Démonstration. Considérons un d-tissu parallele avec d > 3, donné par des pentes constantes p;(z,y).

Alors le systeme d’équations du Théoreme 26 devient :

—690(@2) = O,
81(041) — 6y(a2) = 0,
8y(011) =0.

On peut remarquer que ’on n’a pas besoin de plus de trois équations dans le systéme ci-dessus méme
pour d > 4, puisque si 'on écrit le systeme du Théoreme 26 les d — 2 équations sont toutes équivalentes
a la condition dy(a1) = 0 puisque les pentes sont constantes.

Ainsi on a que ag est une fonction de la variable y et oy est une fonction ne dépendant que de x. Si g

m ) k .

est de la forme aa(y) = > ¢;u° et oy est de la forme aq(z) = > rjaz? alors on a que o et o sont au
j=0 Jj=0

plus de degré 1, ainsi oy = 19+ 271 et ap = go +yq1. Comme I, (1) = Jy(a2) on a aussi que ¢ = 7.

Finalement oy = rg + xr1 et ag = qo + yp1. -

17.3.3 Un 3-tissu donné par Elie Cartan

Cet exemple a été donné par A.Hénaut dans [52]. On considére le 3-tissu donné par son polynome

de présentation :
Pr(z2,y) = (2° = 1)(2 — u(z))

ou u est une fonction analytique de .

Lemme 64. L’algébre de Lie des symétries du tissu de Cartan est donnée par l'unique champ de

vecteurs :
g={0y}.
Démonstration. Par définition du tissu, les pentes sont données par :
p1=1, po = —1et p3 = u(z).
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Une symétrie X = a;(x,y)0; + aa(x,y) de ce 3-tissu doit satisfaire :

=0,
—0r(a2) = (Oz(c1) — 9y(a2)) + 9y(a1) = 0,

—0z(az) + (9z(1) — Oy(a2)) + Oy(n)
=0y (a2) + (Ox(a1) — Oy(a2))u + dy(ar)u? + 0z (u)ay = 0.

Apres simplification on obtient :

Oz(2) = Oy(an),
0z(c1) = 9y(a2),
(u? —1)0y(a1) + 0z (u)ag = 0.

La derniere équation est équivalente a 1’équation différentielle :

Oylan) _  u'(x)

ay w(z)?2 —1"
En résolvant par rapport a la variable y, on obtient la solution :

o/ (2)

o1 (z,y) = c(x)e 071y,

ou ¢ dépend seulement de z.

On calcule les dérivées aux premier et second ordres par rapport a « et y de oy :

9z(a1) = B(z,y)ax,
02 (o) = (B*(2,y) + 9x(B(x,y)) o,

u'(x)

82 (al) = (m

v,y )i,

ot B(x,y) = cc/((;:)) - (%)/y

Les équations 0;(aq) = 0y(a2) et Oy(a1) = 0z () donnent :

2 2
07 201 — Oy yaq = 0.

On a alors :
(Bla, ) + 0, (Ba,y) — (—2) )0y — g
) x 9 U(m)2 _ 1 .
Pour une fonction u = u(x) générique, on a oy = 0 et Jy(az) = Oz(a2) = 0, alors ay est une
constante.

17.3.4 Sur un tissu linéarisable

Dans [(7], suite & une série d’articles dans l’optique de la résolution de la conjecture de Blaschke sur

la linéarisation des 3-tissus dans C?, 'auteur considére le 3-tissu Wy, donné par les trois feuilletages
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suivant :

Fi(z,y) =z, Fa(z,y) =y et F3(x,y) = (z+y)e . (17.2)

Ce tissu a fait l'objet de nombreux articles concernant sa linéarisation notamment [17] et [18]. Les
différents auteurs ont donné des caractérisations des tissus linéarisables via des méthodes différentes
et ne donnent pas le méme résultat. Dans [? |, auteur pour clore la controverse via ce tissu exhibe
un biholomorphisme de linéarisation et pour lequel la méthode de Goldbert et al. ne fonctionne pas.
Nous proposons ici le calcul de son groupe de symétrie.

Le calcul des pentes du tissu tel que présenté ici fait apparaitre des pentes infinies. Il faut donc faire

un changement de variables pour rendre possible les calculs des symétries :
Lemme 65 (Forme préparée du tissu). Le tissu Wy est biholomorphiquement conjugué au tissu donné
par les trois feuilletages :

ugv’ Go(z,y) := u—;—v et Gs(z,y) :== ue T .

Gi(z,y) :=
Démonstration. 11 suffit d’utiliser le changement de variables suivant :
(@,y) = (@ +y,y—x) = (u,v).
O
On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans son nouveau systeme de coordonnées :
Lemme 66. L’algébre de Lie des symétries du tissu Wy mis sous forme préparée est donnée par :
g={0}, (17.3)
o1 c est une constante.

Démonstration. Le calcul des trois pentes associées aux feuilletages donne :

U
pr=1, po=—1let pg = —.

U
En introduisant ces pentes dans les équations définissant les symétries, on obtient le systéme :

8ua2 = avala
(91,042 == 8ua1, (17.4)
—2aq + (4u — 4)0pa; = 0.

En résolvant la troisiéme équation par rapport a v, on obtient :

o (u,v) = c(u)eTw T,
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ou c(u) est une fonction qui dépend de w.
Il faut maintenant vérifier les deux premieres équations du systéme. En intégrant de la méme maniere

«i, par rapport a v, on obtient :

(Y

Qg = a1 X (2 - ) +2c (u)(u — 1)@% +c,

u—1
ou ¢ est une constante.

Nous allons procéder maintenant de la méme facon que pour le tissu de Clairaut en étudiant les

dérivées secondes de « et ao puisque l'on a :

2
8UCM1 = 8va17

et de méme pour aso. Cela nous ameéne a considérer en dérivant deux fois I’équation différentielle :

08— 5 =0,

X e

ou [ est donné par [ = % — m
Donc soit a; = 0 soit le second membre est nul.
Or il est impossible que le second membre soit nul du fait des degrés en u et v. Donc a3 = 0 et on

récupére une unique symétrie cd,. O

On peut conclure en vertu de la Proposition 9 que I'algébre de Lie des symétries du tissu sous

forme préparée étant isomorphe a celle de Wy, cette derniére ne compte qu’une unique symeétrie.

17.4 Régularité des symétries et tissu de Clairaut

Dans cette section, nous nous intéressons au tissu de Clairaut ou l'on voit que la classe de
régularité des symeétries, i.e. la classe de régularité des champs définissant 1'algebre de Lie associée,
peut étre différente de la régularité du tissu lui-méme. Un phénomene analogue apparait dans I’étude
des cycles limites de champs de vecteurs analytiques du plan. Ces cycles ne sont en général pas

analytiques (voir en particulier [541]).

17.4.1 Tissu de Clairaut

Le tissu de Clairaut étudié par Hénaut [52] est un 3-tissu défini les submersions Fi(x,y) 1=y — x,
Fy(z,y) === x4y et F3(x,y) := £. Les trois pentes associées sont p; =1, pp = 1 et p3 = £.
Le groupe de symétrie est donné par (voir [52]) :

Lemme 67. L’algébre de Lie des symétries du 3-tissu de Clairaut défini par les submersions F1 = y—z,
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Fy=y+x et F3 =Y est de dimension 3 et engendrée par les champs de vecteurs :

(20, + 0y, 90u+ 0, (ain(a® =) +in( T2 0+ (sin(la? = o2) + atn(| T2 0,

Nous donnons ici une démonstration détaillée de ce résultat.

Démonstration. D’apres le théoréeme 26, les symétries sont données par :

893(042) + 8y(a2) — 6x(a1) — 8y(a1) =0,
Op(a2) — Oy(a2) + Oz(a1) — dy(ar) = 0,

—220,(a2) + 2y (O (1) — Oy(a2)) + y?9y(a1) — yag + zaz = 0.

Apres simplification par combinaisons linéaires de lignes, le systéme devient :

O (a2) = Oy(an),
Oy(a2) = Ox(a),
—220,(a2) + ¥?0y (1) — yay + zwag = 0.

Les deux premiéres lignes donnent :

aazc,x(al) - 833,;/(@1)

07 ,(02) — 07 (ag) =

0,
0.

Dans la classe des solutions polynomiales, une solution sera de la forme : X = (p; + q1x + r1y)0, +
(p2 + g2 + 12Y) 0.

L’équation 0,(c2) = 0y(a1) implique g2 = r; et 9y(an) = 0z(a1), d'olt 72 = ¢1. En utilisant ces
conditions dans la troisieme équation on obtient po — p1y = 0 et donc po = p; = 0. Ainsi une

symétrie X est de la forme X = (q1z 4+ 7Yy)0, + (r1z + q1y)0y. Comme ¢; et r1 a sont des coefficients

indépendants, une symétrie peut étre générée par les deux champs suivants :
X =20, +y0y et X' = yO, + x0,.

Un résultat classique sur les équations aux dérivées partielles donne la forme générale d’une solution

de I’équation aux dérivées partielles du second ordre ci-dessus :
a; = filr+y)+gi(lx—y), i=1,2,

ou f et g sont analytiques.

Les deux premiéres équations de symétries impliquent :

_l_

a1 = fr+y) +g(r—y),

az = f(rx+y) —glr—y),
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avec f = f1 = fo et g = g1 = go. La troisieme équation devient :

(y—x)((z+y)f'(x+y) — fle+y) +(@+y) (z—y)d (= —-y) - gz —y) =0.

Si y = z, on obtient ¢g(0) = 0 donc g(0) = 0 et g est de la forme g(v) = vG(v) avec v = = — y
et G est une fonction de v sans terme constant. De la méme maniére en prenant y = —x on obtient
f(t) =tF(t) avec t = x + y et F' une fonction de la variable ¢.

On a donc :

En remplacant dans la deuxiéme équation et en posant t =x+yet v=x —y, on a :
tEF' (t) + vG'(v) = 0,

ainsi tF'(t) = cet vG'(v) = —c ol ¢ est une constante dans C. En résolvant ces équations différentielles,

ona:
F(t) = c In(|t]) et G(v) = —c In(|v]).
Finalement on obtient :

ar = (z +y)in(jz +y|) + (2 —y)in(lz —yl),
r+y

= zin(|z” — y*|) + ¥l
win(lz® = y7) + yin(l-— yl),
et
az = (z+y)in(|z + y[)2(z — y)In(lz — yl),
T+
= yln(|z® = y?)) + aln(|=—).
Ce qui termine la démonstration. O

17.4.2 Autour des théoremes de type Maillet

Le calcul des symétries des tissus fait apparaitre des fonctions qui sortent de la classe analytique
mais sont dans le méme temps restreintes, au moins dans les exemples explicites qui ont été étudiés. A.
Hénaut pense qu’il est possible de préciser cette classe. Nous n’avons pas trouvé de résultats concernant
la nature des symétries. Cependant, celle-ci est déterminée par la nature des équations aux dérivées
partielles que nous résolvons. Le probleme de la caractérisation des symétries d’un tissu se ramene
donc a celle des solutions d’'un systémes d’équations aux dérivées partielles dont les coefficients sont

analytiques.

Ce probléme a fait 'objet de nombreux travaux.
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Une piste de recherche est d’utiliser les généralisations des théorémes de Maillet sur la nature des
solutions formelles d’équations différentielles algébriques. En effet, Maillet [60] démontre en 1903 que
les solutions de ces équations sont de classe Gevrey. Par la suite, ce résultat a été étendu aux équations
différentielles analytiques par Gérard [13] et Malgrange [62].

Le cas des équations aux dérivées partielles est plus compliqué car il faut préciser la nature des
conditions aux bords ou des conditions initiales qui peuvent étre a priori choisies dans des classes non
Gevrey. C’est ce qui est fait par exemple dans larticle de Gérard et Tahara [11]. On renvoie & [17]

pour plus de détails.

17.5 Dimension du groupe de symétries d’un tissu

La dimension du groupe de symétries d’une équation différentielle joue un roéle particulier dans
leur linéarisabilité. On rappelle ici le théoreme classique sur la dimension des d-tissus pour d > 3
obtenu par Hénaut dans [52] via la théorie des D-modules, et qui énonce que l'algebre des symétries
est de dimension 0, 1 ou 3. Dans la suite, en suivant la démonstration initiale, nous expliquons la
disparition de la dimension 2. On illustre ce théoreme dans le cas du tissu de Zariski en donnant
une démonstration détaillée du résultat obtenu par Hénaut ([52], exemple 3 p.14) et celui du tissu

hexagonal standard.

17.5.1 Un théoréme d’Alain Hénaut

Le théoréme suivant est énoncé dans l'article d’A. Hénaut ([52, Proposition 1]) et montre que la

dimension du groupe de symétries tissu est bornée :
Théoreme 28. L’algébre de Lie des symétries d’un d-tissu, avec d > 3, a pour dimension 0,1 ou 3.

La finitude de la dimension semble étre connue depuis les travaux de E. Cartan [12], cependant A.
Hénaut dans son article réalise le calcul explicite des dimensions.

Le point troublant est la disparition de la dimension 2 dans la liste des dimensions autorisées. La
démonstration donnée par Hénaut dans ([52, p.8]) fait appel a la théorie des D-module. Néanmoins,

la partie permettant d’exclure la dimension 2 est élémentaire et peut se réduire au lemme suivant :
Lemme 68. L’algébre de Lie des symétries d’un d-tissu, d > 3, ne peut pas étre de dimension 2.

Démonstration. Supposons que cette algebre soit engendrée par deux champs de vecteurs X et Xs.
En tout point non singulier, il est possible de redresser simultanément les deux champs de facon a

avoir X1 = 0, et Xo = Jy. En réintroduisant dans le systeme 17.1, on a :

9e(pi) = 0,09y(pi) = 0.

Ainsi les pentes p; sont constantes, ce qui correspond a un tissu parallélisable. Or la dimension de
son algebre de Lie des symétries est 3 d’apres le Lemme 63. On a donc une contradiction puisque
deux équations différentielles équivalentes ont des groupes de symétries isomorphes (voir Proposition

9, chapitre 16) et ont en particulier la méme dimension. O
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17.5.2 Le tissu de Zariski
Nous allons voir & travers ’exemple du tissu de Zariski défini implicitement par :
F(z,y,p) = p* + 2™y". (17.5)
que la description de I’algebre de Lie varie en fonction des parametres m et n.

L’équation définissant le tissu admet la factorisation suivante :

m m
3 3

|3

Le Lemme suivant est donné sans démonstration dans ([52, Exemple 3 p.14]) :

Lemme 69. Le 3-tissu de Zariski défini implicitement par F(x,y,p) = p® + 2™y" admet les algébres

de Lie des symétries de dimension 3 définies par :

o g = {a730,,y" 30y a(—n + 3)0, + y(3+m)d,} sin £3,

*g= {w—m/:}am’ YOy, mLf?)ax +yIn(y)dy} sin=3.

Comme nous 'avons déja constaté, la classe des fonctions mise en jeu pour exprimer ces symétries

est tres particuliere.

Démonstration. Réduction du systéme. Une symétrie X = aq(x,y)0, + ooz, y)0, doit satisfaire

le systeme composé des trois équations aux dérivées partielles suivantes :

m n 2m  2n m m_q1 n n m n
(1) = 0z(2) — (Op(a1) — Oy(an))x3 Y3 + Oy(av)z 3 y'3 - 33 1y3a1—§x3y3 ag =0,
(2) = Bul2) + (D) — Dy(@2)) eF a5 y5 + 9y (an)es 25y 5 +
m iz m_q n n irx m n_q
+§e3l’3 y3a1+§63:1;3y3 az =0,
(3) — Dul2) + (Dule1) — Dy()) e T By +dy(ar)e™ T a5 ys +
m in m_q1 n n _ir m n_q
—|—§e 318 y3a1—i—§e 3x3Yy3 Tag =0
L’opération (2) +e3 (1), (3) + e_%r(l) donne le systéme équivalent :
CE(OQ) = Oa
y(al) =0,
m n m m n n m n
(0z(01) — Oy(a))z3y3 + gm?’lyial + ga??yiflaz = 0.

Recherche des solutions. Les deux premiéres conditions impliquent que oy = «ay(z) et ag =

as(y). La derniére équation peut se mettre sous la forme

m n
833(041) — 8y(a2) + £a1 + @ag =0,
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en dehors de zy = 0. On a deux équations différentielles & résoudre suivant que l'on recherche o ou
. Précisément, pour aq, on a

Oulen) + 51 +bly) =0,

avec b(y) = —0y(a2) + 3,02,

De maniere symétrique, on a

Oy(ag) — 3%042 +d(z) =0,

avec d(r) = Oy(a1) + gy,

On note qu’il suffit de savoir résoudre une équation différentielle de la forme
z
2+ as + b=0,

pour z(t). Les solutions pour a # —1 sont de la forme

b
t) =ct t
() =c +a—i—l7

et pour @ = —1 sont données par

z(t) = =btIn(t) + ct.

Pour la résolution de aq, la condition a = m/3 # 1 est toujours satisfaite et nous avons donc

3T
_ -m/3
= +9 ,
() = pa m+ 3
ce qui donne d(z) = ¢. Pour la composante aq, on doit distinguer suivant le cas a = —n/3 égale & —1

ou non, c’est a dire n # 3 ou n = 3. Pour n # 3, on obtient

— /3 L 27
az(y) ="+ 35—,

et par

az(y) = —dyIn(y) + vy

si n = 3. On obtient donc si n # 3, des champs de la forme
X = p(x™™?,0) +7(0,5™) + plx(—n +3),y(m + 3))

sin#3et

3x
_ —m/3 n/3
X = p(z ;0) +7(0,y )+u(m+3,yln(y)>,

ce qui termine la démonstration. O
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17.5.3 Groupe des symétries d’un tissu hexagonal standard

En suivant [2], p.2, on introduit une classe particuliere de 3-tissus dits hexagonaux. On va se placer

dans (C?,0) mais la construction reste valide pour (R?,0).

Définition 76. Un 3-tissu dans (C?,0) est dit hezagonal si tout hezagone suffisamment petit autour

de 0 et passant par une feuille de chaque feuilletage est fermé.

Le 3-tissu hexagonal le plus simple est celui donné par les feuilletages Fy (z,y) = x, Fa(x,y) = y et
F3(x,y) = x + y. Cependant, comme pour la section "Sur un tissu linéarisation", 17.3.4, le calcul des
pentes fait encore intervenir une pente infinie. Nous allons donc présenter le tissu dans un nouveau

systeme de coordonnées pour effectuer le calcul des symétries.

Lemme 70 (Mise sous forme préparée). Le tissu hexagonal donné par Fy, Fy et F3 est biholomorphi-

quement conjugué au tissu donné par les feuilletages :
Gi(z,y) =z +y, Ga(v,y) =y —= et Ga(z,y) = y.

Démonstration. On utilise a nouveau le changement de variables u =z 4+ vy, v =y — . O
On peut alors calculer le groupe de symétrie du tissu dans son nouveau systeme de coordonnées :

Lemme 71. L’algébre de Lie des symétries de ce tissu hexagonal défini par les submersions G1(x,y) =

x4y, Go(z,y) =y —x et G3(x,y) =y est engendrée par :
g= {aarv ayv xa:c + yay}

Démonstration. Les trois pentes p1 = —1, po = 1 et p3 = 0, ainsi que les trois champs de vecteurs
X :ax—ay, X2:8x+8y et X3 = 0,.

Pour trouver les symétries de ce tissu, on doit résoudre le systéme suivant :
+ 0y 0
—3x(a2)+3( ) (9( ) ( )207

ap) =

La troisieme équation implique que ags = ag(y) est une fonction de la variable y. La résolution
implique que a1 ne dépend que de la variable z. Enfin la condition 0, (a1) = 0y(c2) implique :

a1 =p+qret az=p +qy,

oll p,p’,q sont des constantes. En séparant en fonction de constantes indépendantes, on obtient les

trois générateurs. O
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Chapitre 18

Arrangement de droites et tissus

algébriques

Dans ce chapitre, on passe en revue plusieurs résultats (sans leurs démonstrations) énoncés dans [71]
ou [2] sur les tissus algébriques et hexagonaux. Ces classes de tissus sont particulierement intéressantes
pour faire le lien avec la géométrie des arrangements de droites ainsi que pour la linéarisation de tissus.
On s’intéresse notamment aux relations abéliennes d’un tissu qui s’interpréte comme des intégrales

premiéres globales de ce dernier.

18.1 Arrangements de droites de P? et tissus algébriques

On rappelle la définition de tissus algébriques donnée par [2]. Ces tissus nous permettront de

faire le lien entre la géométrie des tissus et les arrangements de droites.

Définition 77. Soit € une courbe algébrique de degré d dans ’espace projectif P™ réel ou compleze.
On suppose que cette courbe n’est pas incluse dans un hyperplan.

Soit U un ouwvert dans le dual de (P™)*, un point & de U est un hyperplan de P", dont l’intersection
avec € est donnée par d points p1(§),...,pa(§) que l'on peut supposer distincts.

Par dualité ces points correspondent d d hyperplans dans (P™)* passant par . Chacun de ces hyperplans
correspond a une feuille d’un feuilletage définissant un tissu.

Un tissu construit sur ce procédé est dit algébrique.

Le cas qui va nous intéresser est celui pour n = 2 ou 'on a une correspondance avec les arrange-

ments de droites et la conjecture de Terao. On pourra consulter [70].

A l'image de la linéarisation, on définit I’algébrisation d’un tissu par :
Définition 78. Un tissu est algébrisable s’il est équivalent d un tissu algébrique.

Dans les sections suivantes, nous rappellerons des résultats liant ’algébrisation et la linéarisation
des tissus. Ces résultats reposent sur des théoremes dits d’Abel que nous n’exposerons pas ici et sur

la notion fondamentale de relation abélienne et de rang d’un tissu.
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18.2 Relations abéliennes et rang d’un tissu

Un des invariants classique d’un tissu est le rang introduit depuis [1]. Cette notion de rang fait
intervenir des relations dites abéliennes entre les différents feuilletages. Elles expriment des relations

entre les normales de chaque feuille du tissu.

Définition 79. Une relation abélienne d’un tissu W(F1, ..., Fy) de (C™,0) est une relation de la forme :

d
> gi(Fy)dF; =0,
=1

ot g; € C{t} sont des germes de fonctions analytiques.

Ces relations sont des équations fonctionnelles additives parmi les intégrales premiéres d’un tissu.
En particulier, si pour chaque champ de vecteurs X; définissant le tissu on a une intégrale premiere

gi et x;(t) est une solution de I’équation différentielle associé au champ X;. Alors on peut construire

d
une intégrale premiere globale g(x1(t),...,zq(t)) = > gi(xi(t)).
i=1

Exemple 17. i) Considérons le 3-tissu défini par les submersions Fy(x,y) = z, Fa(x,y) = y et

Fs3(z,y) = = +y. Une relation abélienne de ce tissu est :
dz +dy —d(z +y) =0.

it) Soit le 3—tissu défini par les submersions Fy(x,y) = x, Fa(x,y) =y et F3(x,y) = L. Alors on a la

relation abélienne suivante :
1 1
“dz — —dy + Zd().
T Y Yy x

On peut définir 'espace des relations abéliennes d’un tissu donné qui est un espace vectoriel sur
C, noté o7 (d), définis par :

Définition 80. Pour tout tissu W(F1, ..., Fy) de (C™,0), on définit le C-espace vectoriel suivant :

d
A (d) = {(g1(F), - ., 9a(Fa)) € (€*)%, tel que (gi)i=1,..a € C{t} ety gi(F;)dF; =0}.  (18.1)
i=1

On peut définir un invariant discret, le dimension de 47 (d) , que 'on appellera le rang du tissu :

Définition 81. Le rang d’un d-tissu W(F1, ..., Fy) de (C",0) est la dimension du C—espace vectoriel
2 (d). On le note rk(W).

Des résultats classiques sur les tissus montre que le rang est borné, précisément :

Proposition 11. Pour tout tissu W(F1,...,Fy) de (C",0), son rang est borné. La majoration est
donnée par :
1
rkW) < n(d,n) =m(d—1— i(m +1)(n—1)), (18.2)

ou m est la partie entiére de %. La quantité m(d,n) est le nombre de Castelnuovo.

150



18.3 Algébrisation et linéarisation de tissus

En particulier, pour les tissus du plan on a la majoration suivante :

(d—1)(d—2)

rk(W) < 5

La borne ici correspond en fait au genre géométrique d’une courbe algébrique.
Dans C2, le rang d’un 3-tissu linéaire est borné par 1. Par contre pour un 4-tissu linéaire dans P2, on
a m(4,2) = 2 et on doit donc avoir rk(W) < 2.

Une question naturelle est donc de savoir quels sont les tissus qui réalisent cette borne. Autrement,
pour quels tissus a-t-on une égalité et non une inégalité entre le rang et le nombre de Castelnuovo.
Les tissus tels que rk(W) = 7(d,n) sont appelés tissus de rang maximal. Dans ce cas, pour d = 3,
on a rk(W) =1 et pour d =4, on a rk(W) = 3.

18.3 Algébrisation et linéarisation de tissus

Dans cette partie, on redonne des criteres et caractérisations de tissus algébriques et tissus linéa-

risables.

La premiére proposition est donnée dans [72, Corollaire 4.1.3, p.102] et caractérise les tissus algé-

brique en fonction du rang :

Proposition 12 (Tissu algébrique). Soit un d-tissu linéaire de (C™,0). Si son rang est mazimal alors

il est algébrique.

La proposition suivante donnée dans [72, Corollaire 4.1.4, p.102] établit le lien entre tissus algébri-

sables et tissus linéarisables.

Proposition 13. Un d-tissu de (C™,0) de rang mazimal est algébrisable si et seulement il est linéa-

risable.

Ce résultat permet le transfert entre les deux notions. Encore une fois 'hypothese de rang maxi-

male est importante.

On donne enfin un dernier résultat sur I’algébrisation des tissus donné dans [72, Chapitre 5, p.121]

Théoréme 29. Soient n > 3 et d > 2n. Si un d-tissu est de rang mazximal dans (C",0), alors il est

algébrisable.

Ces différents résultats reposent sur des théoremes d’Abel et sont tous démontrés dans [72]. IIs
permettent de relier les différentes notions d’algébrisation et linéarisation.
Cependant, il existe des tissus dit exceptionnels ou remarquables qui sont de rang maximal mais
pourtant non linéarisables ou algébrisables. C’est notamment le cas du tissu de Bol qui est un 5-tissu
dans (C2,0). Ici c’est la dimension 2 qui ne satisfait pas les hypotheéses du précédent théoreme. Nous

renvoyons le lecteur aux différents ouvrages et travaux sus-cités pour plus de détails.
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18.4 Caractérisation des 3-tissus hexagonaux

Dans le cas des 3-tissus de (C2,0), A. Hénaut rappelle dans [52] le théoréme suivant qu’il nomme

"Certificat de naissance des tissus du plan" :

Théoréme 30. Pour un 3-tissu non singulier W dans (C?,0), les propositions suivantes sont équiva-

lentes :

i) rk(W) =1,
i) W est conjugué a W(x,y,z +vy),
iii) W est hexagonal,
iv) dim(g) = 3.
Notons que i) implique #i7) car la propriété d’étre hexagonal pour un tissu est préservée par conju-
gaison. De méme, elle implique directement que la dimension de l'algebre de Lie des symétries d’'un

tissu hexagonal est égal a 3 par la Proposition 9.

On trouvera la démonstration de ce théoréme dans [1] ou [72].

152



Chapitre 19

Symeétrie d’un tissu et module de
dérivations de la courbe discriminante

du polynome de présentation

Apres quelques rappels sur la théorie classique de Darboux sur 'intégrabilité, on passe en revue
les liens entre symétries et module de dérivations associé & un tissu via la courbe discriminante du
polynéme de présentation. Certains de ces résultats ont été obtenus par A. Hénaut dans [52]. Nous les
replagons dans le cadre dynamique qui nous intéresse.

On conclura ce chapitre avec le cas particulier des arrangement de droites.

Dans ce chapitre K =R ou C.

19.1 Autour du Théoréme de Darboux

Dans cette section, on rappelle des résultats classiques sur la théorie de Darboux sur 'intégrabilité

de champs de vecteurs polynomiaux. On renvoie & [54] pour plus de détails.

d

Soit un champ de vecteurs X = " f;(2)0,, dans K¢ avec f;(z) € K[z], x = (z1, ..., zq).
i=1

Définition 82. Une courbe algébrique € définie par {g = 0} avec g € K[z] est dite invariante par le

champ de vecteurs X s’il existe un polynome K € K|x| tel que :

Le polynome K est appelé cofacteur de la courbe. Une courbe est dite polynéme de Darboux pour le

champ X s’il existe un cofacteur.

Théoréme 31. Soit g € K[z] un polynome écrit sous forme irréductible g = gy* - - - g dans K|[z]. Le
champ de vecteurs X admet la courbe € = {g = 0} comme courbe invariante avec un cofacteur noté

K, si et seulement si chaque courbe 6; = {g; = 0} est invariante avec un cofacteur Ky, tel que :

Ky=nmKgy +--+n.Kgy.
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Démonstration. Bien entendu si chaque courbe {g; = 0} est invariante de cofacteur K, on a par ap-

plication de la régle de Lebniz que g - - - g7 est une courbe invariante de cofacteur ny Ky, +- - -+n, K, .

La réciproque se démontre par récurrence sur le nombre de courbes. Donnons 'idée de la preuve
pour deux courbes algébriques. Soient {g; = 0} et {go = 0} deux courbes algébriques avec g1 et go
premiers entre eux.

Un champ de vecteurs étant une dérivation et donc vérifiant la regle de Leibniz on a :

X(9192) = X(g91)92 + 91X (g2)-

Si la courbe {g1g2 = 0} est invariante, on a X(g192) = Kg,4,9192. Donc, si X(g1)g2 + 01X (g2) =
K4, 49,9192 puisque g1 et go sont premiers entre eux, g; divise X (g1) et go divise X (g2).

Notons g; les polynomes tels que K, = %.

Alors g1 et go sont des courbes algébriques invariantes. Comme X (g192) = Kg, 9192 + Kg0192 =

(Kg, + Kg,)g9192, on doit avoir :
Kgg, = Kg, + Kg,.

L’extension au cas de n courbes s’effectue sans problemes. ]

Le Théoreme classique suivant, appelé Théoreme de Darboux, donne une interprétation dyna-
mique de l'invariance en particulier en terme d’intégrabilité grace a I'existence de courbes algébriques

invariantes.

Théoréme 32 (Théoreme de Darboux). Soit un champ de vecteurs X = P(z,y)0; + Q(z,y)0y, ot
P(z,y),Q(z,y) € Klz,y]. Le degré du champ X est m = max(deg(P(z,y)),deg(Q(x,y)). Supposons
que X admet p courbes algébriques irréductibles invariantes {g; = 0} de cofacteurs K;, i = 1,...,p.

i) Il existe {\;}i=1,.. p C K, \; non tous nuls tels que f:)\iKi = 0 si et seulement si gi\l...g;}p est une
intégrale premiére de X. =

ii) Sip > w + 1, alors il existe {\;}i=1,..p C K, \; non tous nuls tels que 2 AK; =0.

p
=1

Démonstration. i) On rappelle qu'une fonction f est une intégrale premieére du champ de vecteurs X
si X.f =0.

On applique X a g{‘l...g{)\p en utilisant le fait que g; est invariant par X, on a alors :

p R
A Ay A A
X.gll...gz’j\f’ :ZX(gi )97t ... 4] ..g;‘P
i=1

P

A Ai A

= Z)\iKigll...gi e Gp?
i=1

p
=gt.g" (Z)\ZKZ>
i=1

ou g;* signifie que le i*"*® terme est omis.

P
Ainsi si gi\l ...g;‘p est une intégrale premiere de X, on a gf‘l ...g;‘p ( )\Z'Ki> = 0 et il existe {A;}i=1,..p C
-1

)
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p
K, A\; non tous nuls tels que > \;K; = 0.
i=1
P
Pour la réciproque, sil existe {A;}i=1,...p C K, A; non tous nuls tels que > \;K; = 0 alors X.gf‘1 ...g;“’
i=1

0 et gi‘l... g;"’ est une intégrale premiere de X.
1) Comme X est de degré m, le degré d’un cofacteur K; est au plus égal & m — 1.

On remarque alors que la dimension en tant qu’espace vectoriel de K|z, y] est égale a M On a

donc p polynoémes K; avec p > w alors les polynoémes K; sont linéairement dépendants, autrement
j2
dit, il existe {\;}i=1,..p C K, A; non tous nuls tels que > \;K; = 0. O
i=1

19.2 Groupe de symétries d’un tissu et facteurs intégrants

Dans cette courte section, nous rappelons la notion de facteurs intégrants d’une équation dif-
férentielle. On montre que les générateurs infinitésimaux d’une équation différentielle fournissent des

facteurs intégrants.

Soit un systéme différentiel dans K? :

(S) { x = /@) (19.1)

ou f,g:K*> = K.
On se demande si ce systéme différentiel est intégrable, i.e. existe-il une fonction H : K* — K qui
soit constante sur les solutions ?

Si la réponse est négative, on cherche alors une transformation qui le raméne & un systeme Hamiltonien.

Définition 83. Soit un systéme différentiel de la forme de (S). Un facteur intégrant de (S) est une
fonction R : K2 — K telle que :

l = R ) ) )
(8) ’ (z,y)f(z,y) (19.2)
¥ = R(z,y)(z,y),
soit Hamiltonien.
Cela signifie qu’il existe H : K? — K telle que :
oH Z, oOH xz,
Rla,) (o) = =200 et Reag(ey) = P, (19

Cela revient a rendre I’équation différentielle écrite sous forme pfaffienne f(z,y)dy — g(z,y)dx = 0
exacte.

Alors H(z,y) = [Y R(z,9) f(x,§)y+h(z) avec h telle que 19.3 soit vérifié est une intégrale premieére
du systeme différentiel initial (5).

L’existence d’'un groupe de symétrie assure 'existence d’un facteur intégrant (voir [68, Théoréeme
2.48., p. 135]) :

Théoreme 33. Soit une équation différentielle Pdx + Qdy = 0. Supposons qu’il existe un groupe de
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symétrie a un parametre de générateur infinitésimal v = £0, + ¢0y. Alors la fonction :

1

B 8) = )P y) + 0@ )0 )

(19.4)

est un facteur intégrant.
Une application directe de ce résultat dans le cas des tissus donne le Lemme suivant :

Lemme 72. Soit ’équation différentielle dy — p;(z,y)dz = 0. Supposons qu’il existe un groupe de
symétries de générateur infinitésimal a un paramétre X = ai(x,y)0, + az(z,y)0, de Uéquation. Alors

la fonction :

1

B9 = oy — @ ppey)

est un facteur intégrant de ’équation.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que :

9x(R(z,y)) = =0y(pi(z, y) R(z, y)).

Ce résultat provient de 'invariance en utilisant 17.1. O

19.3 Polynéme de Darboux et courbe discriminante du polynoéme
de présentation d’un tissu implicite

On redémontre ici le résultat présent dans [52] qui permet de faire le lien entre la symétrie d’un

tissu et la courbe discriminante, qui s’avere étre un polyndéme de Darboux de la symétrie.

Théoréme 34. Soit W(F) un d-tissu défini par le polynéme de présentation Pp(z;x,1y) = ag(z,y)z%+
.+ ag(z,y). Si le champ de vecteurs X = a0, + a0y est une symétrie du tissu W(F) alors le

discriminant de Pr, noté A, est un polynéme de Darboux de X.
Démonstration. On reprend les notations introduites dans la section 15.1.2.

Rappelons que le discriminant est donné par A = agd_z [T (pi—pj)?*= agd_Q I A?., avec
1<i<j<d 1<i<j<d

Aij = pi — pj-
On a:

Par invariance, en utilisant 17.1, on a :
105(pi) + @20y (pi) = Os(a2) + (9y(az) — du(a1))pi — dy(a1)py,
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et la méme équation pour j. On a alors :

X(pi — pj) = —(0u(01) — 8y(a2))(pi — pj) — Oy(e1) (P} — p7),
= —(0z(a1) — 9y(a2) — 9y(n)(pi + pj)) (Pi — pj),

= Nij A,
ol A;j = —(0z(a1) — Oy(a2) — 9y(a1)(pi + pj)). Ainsi A;; est un polynéme de Darboux pour tout
< i< j <d, et en utilisant le théoréeme de Darboux, on obtient que A est un polynéme de Darboux
de cofacteur A = >3 A ;. O
1<i<j<d

19.4 Module de dérivations et courbes discriminantes

Les géometres ont introduit un objet algébrique, le module de dérivation, censé contenir 1’essentiel
de I'information topologique sur le complémentaire de la courbe dans C2. On renvoie & [74] pour plus

de détails. Le module de dérivation est défini par :

Définition 84. Soit € une courbe algébrique définie par un polynéme g € Klz,y]. On note Der(%)
l’ensemble des champs de vecteurs logarithmiques, autrement les champs de vecteurs tels que € est un

polynome de Darbouz :
Der(¢) ={X € Der(C) | il existe un cofacteur K tel que X.g = K.g}.

On voit par cette définition que cela revient a étudier les propriétés de la courbe en regardant I’en-
semble des champs de vecteurs qui la laisse invariante. Plusieurs propriétés découlent immédiatement

de cette définition.
Proposition 14. Le module de dérivations Der(€) est une algébre de Lie.

Démonstration. Voir [74]. O

Le point important est le résultat suivant :
Théoréme 35. L’algébre de Lie des symétries d’un tissu est une sous-algébre de Lie de Der(A).
Ce théoreme est une conséquence de la Proposition 14 et du Lemme suivant :

Lemme 73. Soit W(d) un d-tissu implicitement défini par F = agp® + ... + aq = 0. Si un champ de

vecteurs X = a10; + a0y est une symétrie de W(d) alors X est un élément de Der(A).

Démonstration. La démonstration repose sur le fait que la courbe discriminante est un polynéme de

Darboux pour les symétries du tissu par le Théoréme 34. On a donc X - A =K -A ou :

K=— 3 (Ou(on) = 0yle2) = 0y(an)(pi +p;))- (19.5)

1<i<j<d
d
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19.5 Lien avec les arrangements de droites

Suivant [68, Théoréme 2.8, p.80], on a le théoréme suivant :

Théoreme 36. Soit G un groupe de Lie local et connexe de transformations agissant sur une variété
M de dimension m. Soit F : # — R' avec | < m définissant un systéme d’équations algébriques

(c’est-a-dire sans les dérivées de F, cela ne signifie pas que le systéme est polynomial) :

et on suppose que le systéme est de rang mazimal (la Jacobienne de F' est égale a l pour toute solution

x du systéme). Alors G est un groupe de symétries du systéme si et seulement si :
v(Fy(x)) =0, v=1,...,1 dés que F(x) =0

pour tout générateur infinitésimal v de G.
Donnons un exemple tiré de [68] p.81 :

Exemple 18. Soient un groupe de Lie G = SO(2) des rotations du plan avec le générateur infinité-

simal v = —y0, + 20y et la fonction F(x,y) = 2 + 22y* +y?> — 1. On a :

v(F) = —2xy(e?* +y* — 1)

<

ainsi v(F) = 0 dés que F(xz,y) = 0. La condition de rang maximal est satisfaite puisque V(F) =
(422 + 22y, 22%y + 2y) = (0,0) < x = y = 0 mais (0,0) n'est pas une solution de F(x,y) = 0.

Ici le probléme de la classe du champ de vecteurs se pose d nouveau (analytique, polynomial, etc), en
effet le cofacteur de F' est une fonction rationnelle. Le probléme se résout en considérant le générateur

infinitésimal suivant v = (2% + 1)(—y0, + 20,).

Considérons un arrangement d’hyperplans .7 dans K". Notons .77 les hyperplans :
H={z = (x1,....,1,) €EK", <z,m’ >+k =0}

oum! € K", k) € Kpour j =1,....,0 et <.,.> est le produit scalaire usuel.
Pour un arrangement central de centre 0, on a k/ = 0 pour chaque j.

Soit F': K™ — K la fonction définie par :
Fj(z) =< z,m’ > +k7 avec j = 1,...,1.

On suppose que I'arrangement ne contient pas d’hyperplans paralléles. On a :

my my,
Jacy(F) = : :
mj m,



19.5 Lien avec les arrangements de droites

Cette Jacobienne est de rang | pour chaque solution z de F'(z) = 0 alors on satisfait les conditions du

théoreme ci-dessus et on obtient :

Lemme 74. Soit G un groupe de Lie local connexe de transformations agissant sur K™. Considérons un
arrangement d’hyperplans ne contenant pas d’hyperplans paralléles. Alors G est un groupe de symétries

de l'arrangement si et seulement si v(F') = 0 pour tout générateur infinitésimal v de G.

Autrement dit, la fonction F' est une intégrale premiére pour tous les champs de l’algebre de Lie

des symétries.
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Chapitre 20

Algorithme de P.J. Olver

Dans ce dernier chapitre nous nous intéressons non plus au tissu directement mais aux symétries
de celui-ci, en rappelant la notion d’invariants d’un groupe de symétrie et en ’appliquant au cas des

tissus on verra au travers d’exemples que le tissu n’est pas un invariant complet du groupe.

20.1 Invariants du groupe de symétries

On s’intéresse dans cette partie aux invariants d’un groupe de symétries. Un groupe de symétries
est associé a une algebre de Lie de champs de vecteurs, qui dans le cas des tissus du plan, est au
plus de dimension 3. On se pose la question de ’existence d’invariants communs a tous les champs de

vecteurs et si I’on peut intégrer cette famille de champs.

Définition 85. Un invariant & commun d une famille de champs de vecteurs {X;}i=1,. r est une

fonction & : (C2,0) — C telle que :
Xi(§) =0pouri=1,... k.

L’existence d’invariants en nombre suffisant permet alors d’introduire des changements de variables
qui permettent de réécrire les champs de vecteurs sous une forme simplifiée.
Pour ce faire nous allons nous intéresser a un procédé qui a été introduit par P.J. Olver dans son

livre [65].

20.2 Algorithme d’Olver

Dans son livre [68, p. 89], P.J. Olver décrit un procédé pour obtenir des invariants d’une famille

de champs de vecteurs.

Soient ¢ une fonction ¢ : (C?,0) — C et {X1,..., X} une famille de champs de vecteurs avec
X; = ol (z,9)0; + ab(z,y)0y.

Un invariant commun £ est solution du systéeme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre :
Xi(§)=0fori=1,.., k.
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Etape 1 : On doit dans un premier temps résoudre X;(§) =0 :

o (2,9)0,(€) + 059, (€) = 0.

Pour résoudre une telle équation aux dérivées partielles on peut résoudre le systéeme caractéristique :

W (20.1)
ozl(x,y) QQ(‘rvy)

La résolution d’une telle équation permet d’obtenir une premiere fonction invariante ainsi qu’un
changement de variables en posant notre invariant comme une nouvelle variable. Cela induit donc une
réécriture des autres équations du systéme.

La résolution de cette équation caractéristique n’a rien d’algorithmique puisqu’elle nécessite un travail

spécifique a chacune des étapes.

Etape 2 : Notons X5 le champ de vecteurs obtenu par le changement de variable sur Xo. A nou-
veau, nous résolvons I’équation caractéristique.

La résolution ameéne a considérer un second invariant et un nouveau changement de variables.

Etape k : Apres avoir itérer la démarche sur les £ — 1 champs de vecteurs précédents nous
résolvons apres 'application des k& — 1 champs de variables 1’équation caractéristique. C’est cette
derniere résolution qui permet d’obtenir un invariant commun aux k champs de vecteurs que nous

considérons.

Remarque 17. L’intérét de ces invariants est une réduction des champs de vecteurs que l’on considere.
Cependant dans le cas des tissus, les cas présents sont souvent triviauzr et ne permettent pas une

réduction des champs.

20.3 Exemples

On conclut ce chapitre avec plusieurs exemples sur 'algebre de Lie des symétries de certains tissus

que nous avons étudié précédemment.

20.3.1 Tissus paralleles

Considérons un d-tissu paralléle. Son algebre de Lie des symétries est donnée par :
{817 aya 338:13 +yay}

On utilise le changement de variables x = u+ v et y = u — v sur ces symétries, on obtient les trois

champs de vecteurs :

Xl = au + 6’07
X2 = 8u - am
X3 = 2(udy + v3y).
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Notons K7 un invariant du champ X; alors on a I’équation :
O K1 + 0, K1 =0.
On résout alors par la méthode des caractéristiques, on obtient comme invariant du champ X :
Ki(u,v) =u—w.
Cet invariant sert de changement de variables qui permet de réécrire Xy sous la forme :
X9 = 0k, .-

Soit Ky un invariant de X5 alors Ky est nécessairement une fonction de v, i.e. Ko = f(v) ou f peut
étre une fonction arbitraire. Prenons donc Ky = v.

La derniere étape ici consiste alors a réécrire le champ X3 en fonction de K7 et Ky puis en considérant
un invariant K3 de X3 de résoudre par la méthode des caractéristiques.

Sous l'effet du changement de variables, on a :
X3 =2(K1 + K2)0k, + 2(K;1 + 2K3)0k,.

2 _ dK1  _  dK . . '
On résout alors X3(K3) =0 donc "k, = T 15k, On obtient ainsi K3 sous la forme :

U

s/u+v’

qui est un invariant de I’ensemble des champs de vecteurs X1, X et X3.

K3 =

20.3.2 Tissu de Clairaut

On rappelle que 'algebre de Lie des symétries du tissu de Clairaut est donnée par :

+x tz
{200+ 0y, y0s+ 20, (w Inlly? = 2% +y (2D ) 0+ (3 nlla? =) +2 (22 ) 0,)

y—x

Notons K (z,y) un invariant commun de ces trois champs, alors il doit vérifier :

20:(K) + y0y(K)

0,
Y0 (K) + 20,(K) =0

En prenant une combinaison linéaire des deux lignes on a :

220, (K) 4 2ydy(K) — y*0,(K) — xydy(K) = 0,
= (2% — y?)0.(K) = 0.

Ce qui implique 0,(K) = 0, et en réinjectant dans I'une des deux lignes on obtient 9,(K) = 0. On

obtient encore une fois que le seul invariant commun est les fonctions constantes.
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Chapitre 21

Perspectives

Cette partie a ramené 1’étude des tissus et en particulier ’étude de leurs groupes de symétries
dans le cadre classique de 1’étude des groupes de symétries des équations différentielles. Cette théorie
est tres riche et regorge d’outils. En particulier, un tissu est associé a une distribution de champs de
vecteurs au sens d’Olver (voir [08], [69]). Il serait sans doute intéressant d’étudier les G-structures
associées a ces distributions via la méthode d’équivalence de Cartan.

Comme nous 'avons déja souligné, le probléme de la régularité des algebre de Lie des symétries
entre dans ’étude de la régularité des solutions d’une équation aux dérivées partielles a coefficients
analytiques. Il serait bon de voir les théorémes de type Maillet existant afin de préciser les intuitions
d’Alain Hénaut sur ces objets.

L’approche dynamique des tissus semble pouvoir nous fournir un nouveau point de vue sur les
arrangements de droites en lien avec des problemes de géométrie algébrique.

Enfin nous avons vu dans un dernier chapitre ’algorithme d’Olver, il sera intéressant de systéma-

tiser cette approche pour obtenir des résultats sur la classification des tissus.
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Annexes : Implémentation Maple

Dans sa these [33, 34], Bruno Vallet a implémenté en Maple un code permettant le calcul du moule
de la correction ainsi que le champ de vecteurs associés. Le programme a ensuite été repris puis allégé
par Guillaume Morin (voir [65]). Disposant de relations de récurrence sur le moule de la correction et
des comoules nous avons allégé encore une fois ce programme évitant ainsi le calcul itéré des opérateurs
différentiels en se concentrant que sur les relations polynomiales que I'on obtient et qui sont données
explicitement par le Lemme 47.

Ce programme a été implémenté via Maple 2015.

Ici le champ de vecteurs est polynomial.

On utilise les deux packages "combinat" et "Ore_algebra" pour utiliser les mots qui sont

ici des multidegrés

> restart
> with(combinat);

> with(Ore_algebra);

On donne le spectre du champ qui est toujours sous forme diagonale.

> lambda = [I,—1];

La premieére étape est de récupérer ’alphabet généré par le champ de vecteurs ce qui

peut se faire en lui donnant le degré des polynoémes définissant le champ de vecteurs.

> alphabet := proc(d)

local ©, j, alphabet;

alphabet := {};

for i from 2 to d do

for j fromOtoi+1do

alphabet := union‘(alphabet,{[[j — 1,7 — j]|})
end do;

end do;
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end proc;

On calcule le poids et la profondeur d’un mot

> poids := proc(mot)

local i, 1, u, poids;

[ := nops(mot);

poids := 0;

foritol do

poids = poids + op(motli])[1] * lambda[l] + op(mot]i])[2] * lambda|2]
end do

end proc :

> prof = proc(mot)

local 1, i, prof;

[ := nops(mot);

prof :=0;

for itol do prof = prof + op(motli])[1] + op(mot]i])[2]
end do

end proc :

On peut maintenant construire ’ensemble des mots sur un alphabet donné et d’une lon-
gueur donnée, ensuite on sélectionne seulement les mots résonants dans cet ensemble et

enfin les mots résonants d’une profondeur choisie.

> tous_les_mots := proc(alphabet, longueur)
local touslesmots, mot, mot_temp, i, 7j;
touslesmots := {};

if longueur = 1 then return alphabet

else mot = [;

motiemp := procname(alphabet,longueur — 1);
for i to nops(alphabet) do

for j to nops(mot_temp) do

mot := [op(alphabet[i]), op(op(j, motiemp))];
touslesmots := union(touslesmots, mot)

end do;

end do;

return touslesmots

end if

end proc :
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> alphabet_resonant := proc(d, 1)
local ares, alphabet_resonant, i, L;
ares :={};
L := tous_les_mots(alphabet(d),1);
for i to nops(L) do
if poids(L[i]) = 0 then ares := union(ares, {L[i]})
end if;
end do;
alphabet_resonant := ares

end proc :

> alphabet_profondeur := proc(d, p)
local alphabet_profondeur, I, L, j;
alphabet _pro fondeur := {};
for ltopdo
L := nops(alphabet_resonant(d,l));
for jto L do
if prof(alphabet_resonant(d,l)[j]) = p
then alphabet_profondeur := union(alphabet_profondeur, {alphabet_resonant(d,l)[j]})
end if;
end do;
end do;
alphabet_pro fondeur

end proc

> motprof := proc(p)

local I, motprof, j, i, m, mottemp;

motprof = {};
mottemp := {};
forltopdo

fori from2top—1+4+2do

mottemp := union(mottemp, alphabet _resonant(i,l))
end do;

end do;

m = nops(mottemp);

for j tom do

if prof(mottemp|j]) = p then

motprof = union(motprof,{mottemp[j]})

end if :

end do :
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end proc :

On calcule maintenant la norme ||| d’un mot ainsi que le moule de la correction :

> norme := proc(mot)
local k :
return add(mot[k], k = 1..nops(mot))

end proc;

> carr = proc(mot)
local 1, j, omega;
if mot = NULL then carr(mot) :=0:
elif nops(mot) = 0 then carr(mot) := 0 :
else
omega = [|;
for j from 1 to nops(mot) do
omega := [op(omega), sum(mot[j][k1] * lambdalkl], k1 = 1..nops(mot[j]))];
od;
if nops(mot) =1 then if op(omega) <> 0 then carr(mot) := 0 :
else carr(mot) :=1: fi:
else
if norme(omega) <> 0 then carr(mot) := 0 :
elif member(0, op(omega)) = true then carr(mot) :=0:
else
carr(mot) := —carr([op(1, mot) 4+ op(2, mot), op(3..nops(mot), mot)]) :
for i from 2 to nops(mot) do
carr(mot) := carr(mot) + carr([op(1, mot), op(i + 1..nops(mot), mot)]) * carr([op(2..i, mot)])od :
carr(mot) := simpli fy(carr(mot)/(op(1, omega))) :
fi: fi: fi:

endproc :

On calcule les polynémes d’interpolation définis par le Lemme précédemment cité.

> interpq := proc(mot)

local interp, interq, I, n, p, q, d, i, temp, temq, 7;
n := nops(mot);

d := prof(mot);

for i from2tod+1 do

pli, —1] := 0;
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q[—1,i] =0

end do;

temp := plop(mot|[1])];

temq = glop(mot[1])];

for l from 2 ton do

interp := simplify((op(mot[l][1]) — norme(mot[1..l — 1])[1]) * plop(mot[l])] x temp — norme(mot[1..l —
1)[2] * glop(mot[l])]  temp + op(mot[l][2]) * plop(mot[I])] * temq);

interq := simplify((op(mot[l][2]) — norme(mot[1..l — 1])[2]) * temgq * g[op(mot[l])] — norme(mot[1..l —
1)[A] * plop(mot[i])] = temq + op(mot[l][1]) * g[op(mot[l])] * temp);

temp := interp;

temgq := interq;

end do;

return [temp, temq]

end proc :

On est enfin en mesure de calculer le correction a une profondeur donnée :

> correction = proc(p)
local correc, A, i, k, correcl, correc2;
correc := [0, 0];
correcl := 0;
correc2 := 0;
A :=motprof(p);
k := nops(A);
foritok do
correcl := simpli fy(correcl + carr(Al[i])/nops(A[i]).interpq(A[i])[1]);
correc2 := correc2 + carr(Ali]) /nops(Ali]).interpq(Ali])[2; ]
end do;
correc := [simpli fy(correcl)]

end proc;

Remarque 18. Bien que ce programme ait été allégé et a permis d’augmenter le nombre de cas
calculables de la correction, si le nombre de perturbation ou la profondeur augmente rapidement les

résultats sont difficile a obtenir en un temps raisonnable .

Nous donnons quelques exemples en profondeurs 2 et 4 de notre programme.

> correction(2)

1 1 1 1 1 1
‘PL 13 ln P TP ot TG 0T T B0 T R G0t TP a0 (10
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> correction(4)

R -2 -1 1 -1y I -1y 11
12 P 2P01PLo% -1 57 PP 190 1T g PP o9 1% T 1 Pl %190 1T 5y TP 2P0 1P 0% o1 g TP 2P 19 0% -1 T 1y PP 2P 0% 1% an
1 1 1 1 1.3 2.2 2 1.2 7
o P29 0% 1 TP 2P0 PL0% 1T T P 2P0 1T 0% 1t TP P 0% R 1T T AR T Tt T %R 1t T 0P 2% 1P

1 5 5 1 1 7 7
302020 1%t T3 PP 1 PLo%, 1T 5 P 2P0 1%10% 1T 5 PP o% B 1T T P %1909 1T g P 2P Pro 1t qg 1P 2P0 190 -1

1 1 1 172 1.2 1 5
T PP % T P % 90t T TP PL0% 190~ W T ot T IR P 0T T IR 160 TPkt PP 1T 0% 1
1 1 1 1 1 1 1
TPt TGS 0B T PR %0 T TP 0P 0% T T P 2% 1 G0t T T BB P 0% o T T PP 19 0% 1
Ly 7 Ly Ly 2 11 TR R 12 & o+ S 147
Tl 0%t 9028 P01 T T 0P 1% T TP 00T TP 00t T 1 T T T 90t TP 090
22 2 1 qj 1 5 7 1 2 1 2 2 2
gm0 T g% Bt g P 2P0 Bt TP B 0P B T P PLo% 0T g AP0t 0T G PP oPro T TP
2 2 2 2 2

1 5 1 51 1 1
T AT PP oh et TP 0% 0T TR0t Paod0 1 T 0P 2P0 T 3P et o T A P o T TP %0 T TP 1T g Y1 P2

1 1 2 2 4 ;4 2 4 1 1
T3P %20 T TP R T T P2 %% 1 T T 0P 3% 1T 3P0 T g 2P 0B o T TP 2P 0b 0t PP 0P e T TP % P ot TP s R 100
2 2 5 2 2 2 2 2 1
TP 0P 0T TR 0P 2T T P 5P 0 TP 0B 1 T T P00 T TP 2P0 0 T TP 2P oD ot TP 090 TR G, P T T 0%, 1P

1

1 4 42 1 1
T3P %20 1T T 0P 2P PP 0T TR0 T g R % 2% 1T T

2 2
3 Po,2%,1%, 3 3

10 4
17 2% 1P T g P29 %, 1T 3PP 0% T 3R 2%,1%,

1 2 1 1 1 1 1 7
a0 1801 P01 %29 T TP 2% % 1T 7B PP T S P % T 3 0% 1P s g h P3P T el st g% 1P

2 2 4 2 2 2 2 1 1
F 1% 1Pt T a0 2P0 3 0P 2% 0 AP0t G P 2Pot 0 T 5 AP 0% 0T g dLof %0 T g B 1P 2P T g % 1P %0

2

2 1 3 1 1 1 1 1 1 1
“alrapot et g P Tt e Sk T ket T h ot e h Tl 0P H R0t S 10, 183 S 1m0

1 1 3 2 1 1 1 1
ot Ipam T IR T %t gl P s 3Pt P0G ot Rt S R 1 PL0% 1 S0t g 0 0% 1P 2P0 1 T 3 10 B, 1P 2%

m‘.—-

1 3 1 3 1 5 1

TP 2P PLoB 1T T PP To% o1 T 3 PP 0% % 1T g P 2% 19 0% 1T 3 PP PLe% 1t g PP 1 0% 1T g PP 0% % 1
L 1 L 1 L I ! I L 1 L 1 L I

TP 2% 1% 0% 1T g9 0% PP T T 0% 1P 2% T g PP 1% 0% T PP 0% 0% 1 T TP 2% 19 0%, 1 g TP 2P0 1 P10

3 1 3
T T 2P0t T TP P 0% 1% T g P 280 1% 0%

174



Annexes : Démonstration du

morphisme d’arborification

Dans cette annexe, nous donnons la démonstration de la proposition suivante :

Proposition 15. Les applications w et mg sont des morphismes surjectifs d’algébre de Hopf de %”CAK

sur B et HG respectivement.

La démonstration nous a été donnée par Loic Foissy comme dit dans le corps de ce manuscrit et

se fait en trois étapes. La premiere est donnée par le résultat sur les algebres de Hopf suivant :

Théoreme 37. Soit F une algébre commutative et L, : € — F€ un opérateur pour tout a € A. Il

existe un unique morphisme d’algébre p : %CAK — J tel que :
pofy =Laoep.

Autrement dit le morphisme ¢ rend le diagramme suivant commutatif :

+
A _Ba A

@i i@

H —f—H

Démonstration. Unicité. Soit ¢ un tel morphisme et F' une forét de longueur n.

e Sin =0 alors F' se réduit a la forét vide 1 et (1) = 1.

e Sin > 1, alors prenons une forét F' =17 ---Ty.

Si k> 2 alors p(F) = o(T1)---¢(T). Et si k = 1, il existe un unique a € A, il existe un unique
G € Fa tels que F = 31 (G), on a donc ¢(F) = p o 55 (G) = Ly 0 o(G).

Ceci définit de maniére unique ¢ par récurrence sur la longueur.

Existence. On définit ¢(F') par récurrence sur n = ¢(F') par :

e Sin=0,

p(F) =1 (1)

(car (1) = 1),
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eSin<l,ona F =T ---T} alors :

Sik>2, o(F)=@(T1)-- ¢(T}). Ce qui est bien défini car ¢(T;) < {(F) Vi=1,...,k et comme
(2)

A est commutative o(T1) - - - p(Tx)ne dépend pas de l'ordre choisi pour les arbres de F.

Si k = 1,il existe un unique F € Fatel que F = 35 (Q) et donc o(F) = ¢ o 87 (G) (3)

avec p(G) bien défini par récurrence car /(G) = ((F) — 1 < {(F).

Les points (1) et (2) assurent que ¢ est un morphisme d’algebres. Le point (3) permet de démontrer

que @ rend le diagramme commutatif. O

Nous utilisons ensuite le Théoréme suivant :

Théoreme 38. Si 77 est une bigébre commutative et L, : 7 — € vérifiant la propriété de 1-cocycle

pour tout a € A alors ¢ est un morphisme de bigébres.

Démonstration. Soit ' = {x € A2, Ao p(z) = (¢ @) o A(x)}.

Comme ¢ et A sont des morphismes d’algebres, (¢ ® ¢) o A et (¢ ® @) o A sont aussi des morphismes
d’algebres. Par suite, #” est une sous-algebre de %”CAK.

Soit & € ", alors :

Aopofi(z) =A0Lgop(z),
=TIdo Lyop(x)+ (L, ® Id) o Ao p(x),(Par propriété de 1-cocycle)
=1IdoLsop(x)+ (Le®Id)o (¢ ® ¢)oAlx), (car x € )
=(p®pof ) @)+ (Laoyp®¢) oA(x),
——
=pofy
—_——
=(p®p)o(Ba ®1d)
=(p@@)Id® ] () + (85 ® Id) o A()),

(0 ® ©)(A(By (2)))-

Ainsi B} (z) € A, donc A est stable sous I'action de 3. Par suite, # = A et Aoy = (pRp)oA.
Soit 7 = {z € t%”c"}, e op(x) =epp(x)} ol € est la co-unité de J2.

Comme € et ¢ sont des morphismes d’algebres donc 72” est une sous-algebre de ,%”CAK.

Soit x € . On a €0 o Ly(x) = 0.

De plus,

Lo(z) = (Id @ ) 0 A o Lo(x),
= (Id®en)(1® Lo(x)) + La(zM) @ 2,
= e 0 La(x) + Lo(zM)e 0 (2?),
= e 0 Lo(z) + La(2).
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Siz e A,

ewopofi(x)=cyoL,op(x)=0(car ey oL, =0),

= e(Ba (2)).

Tous les arbres sont dans 7, donc 7 = %”(ﬁ( et epop=c.

Donc ¢ est un morphisme de bigebres. O

Démonstration de la Proposition. Prenons ¢ = %A ou JA, alors A est une bigebre commutative.
On pose Ly(n) = an pour tout mot n.

Sin=mnq---n,, alors :

,
Ao Lg(n) :Zanl"'ni®ni+1"'nr+1®ana
=0
= L,mM)®n® + 1@ Ly(n) car L, est un 1-cocyle.

D’ot I'existence d’uniques morphismes de bigebres 7 : H#2Y. — A et my : A, — AR tels que

o B = L, o dans leurs espaces respectifs.

On rappelle que les extensions linéaires d’une forét F' € Fa sont ’ensemble des bijections f :

V(F) — [n] avec V(F') I’ensemble des sommets de F' et [n] = {1,...,n} tel que si x < y dans F, alors
fl@) < fy).

Si f est une extension linéaire de F alors

nf = (deco(f~"(n1))) -+~ (deco(f~" (nr))),

ou deco est la décoration de ’arbre associé.
On a:

mo(F) = Z nf.

f extension linéaire de F'

Soit ¢ : %ﬁ( — A définie par :

p(F) = > nf.

f extension linéaire de F'

Si F' et G sont deux foréts, les extensions linéaires de F'G sont les applications de la forme :

oo (f®g),

ou o est un (¢(F),¢(G))-battage, f est une extension linéaire de F' et g une extension de G. Et

f@g(x) = [f(z)sizecV(F),
g(x) +4(F) si xz € V(QG).
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On a donc :

p(FG) = > o (nfng) = o(F) W e(G).

f extension linéaire de F’
g extension linéaire de G
o battage

Si F est une forét, les extensions linéaire de 3 (F) sont les applications de la forme f: V(B (F)) —
[n + 1] tel que la racine de S (F') s’envoie sur 1 et x € V(F) s’envoie sur f(z) + 1 avec f extension
linéaire de F.
On a donc po B (F) = > anf = L, o o(F).

f extension linéaire de F'
On a finalement ¢ = 7.
Donc le morphisme my d’arborification est bien un morphisme de bigebre. La surjectivité découle
simplement en associant a tout mot ’arbre totalement ordonné associé.

Pour le morphisme d’erborification on raisonne de la méme maniére en prenant les extensions quasi-

linéaires des arbres, c’est-a-dire avec des contractions possibles de lettres. ]
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moule de la correction

Les démonstrations concernant les formules récursives pour le moule de la correction données dans
[29] sont seulement esquissées. Dans cette annexe, nous donnons des résultats techniques sur le moule

de la correction ainsi que leurs démonstrations complétes.

21.1 Définition du moule de la correction

Nous allons démontrer différents résultats sur la correction, notamment sur son moule qui peut se

définir en utilisant une forme prénormale (voir [34, p.267, Lemma 3.2]) :

" —Carr™ = lim ((I®*—M*®)°")"

n—-4o00

o n =ng---n,, I* est le moule unité pour la composition défini par I™ = 1si f(n) =1 et ™ =0
pour £(n) # 1. Le moule M* est le moule d’une forme prénormale (voir [24]), on a donc M™ = 0 pour

tout mot n non résonant et le mot vide. De plus on a :
1" = Carr®™ = ((I* = M®)° ") = (I* = M*)° "*h)"

ou k € N.

21.2 Construction du moule de la variance

Dans cette sous section nous redonnons la construction du moule de la variance que nous utilisons
pour obtenir la forme récursive du moule de la correction Carr®. Les résultats peuvent étre trouver
dans [31].

Soit X un champ de vecteurs sous forme préparée :

X = Xiin + Z B,
neA(X)

Fixons une lettre ng de 'alphabet A(X), on définit alors un automorphisme de 1’algeébre envelop-

pante engendrée par les B, n € A(X) en posant :
Oy, = exp(—eBy,),
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d’inverse

0, = exp(eBy,).

’I’LO:

On s’intéresse a l'action d’un tel automorphisme sur le champ X par la formule de conjugaison d’un

champ modulo £ :

X = (9n0X6)7;O1 = exp(—eBp,) Xexp(eBn,),
= (1 — eBpy + 0(e2))X (1 4 £Bp, + 0(e?)),
= X +¢[X, B,,] + o(e?),

= Xiin + Z By, + (14 ew(ng)) By, + Z €Anng;
neA(X) nEA(X)
n#ng

ot Ay, n, est le champ [By,, By,|, on utilise ici le Lemme 22 pour obtenir la derniére équation.

On obtient ainsi un nouvel alphabet noté A(X) (mod €2) :
A(X) = ;J {Bn,eAnn,} U{(1 +ecw(ng))Bn,}-
n#ng

Soit Act M*® T’action du moule M*® sur le champ X, alors on veut savoir comment rendre le

diagramme suivant commutatif :

XM.Y = Xlz'n + ZM.B.
Ong l@no
XAct M Y

Cela revient & étudier Iaction du moule M*® sur X ?

Quelles sont les formes possibles pour les comoules Aq ?

D’apres les calculs précédents, A, peut étre une combinaison de :

By, avec (1 + cw(no))Bn,,
B,, n € A(X),

By, avec €Ay, g,

puisque toutes autres combinaisons seraient en e2.

La forme générale d’un opérateur A® est donc de la forme :

A= > M"By+ Y M™™(1+cw(ng))BaBngBm+e Y. MPT™ImBAL By,
neA*(X) nmeA(X)* nmeA(X)*
IEA(X)
(21.1)

ou BnAl,noBm = Bn[Bla BnO]Bm'
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21.3 Démonstration du Lemme 34

Soit var;(M*®) le moule associé & la transformation par l’automorphisme ©,, qui dépend de la
position ¢ de By, dans I’écriture moulienne de Y. Cest précisément ce moule qui rend le diagramme
précédent commutatif dont on va déterminer ’expression.

On peut alors écrire Y :

Y =X + 52 Z var; (M*®)""V By By, Bw (Form. Var)

121 u,weA(X)*

Ainsi pour déterminer ’expression de la variance, on va procéder par identification sur les comoules
grace a la derniére expression.

Prenons un mot ungw dans Form. Var et comparons avec :

w(ng) M ™ By B,y B + MM B Ay B, =
= w(ng) M™™™ B, B, By + MPHmlmp g p B — MrlHmmpB B B By.

Pour le premier terme a droite de ’équation, il suffit de poser u = n et m = w.
Dans le second terme, on anl =udoncn=u" =wuj---ur_1 et l = u, si u=wuy---u,. Et on pose
m=—w.
Enfin l’identification du troisiéme terme donnen =uetlm=wavecl =w; et m=w' = wy - - - w,
Siw=wi-- W,

On obtient ainsi le moule de la variance :

Proposition 16. Soit M*® un moule, alors le moule de la variance en positon i associée aux trans-

formations précédentes est donné par :
,Ua”(Mo)unow _ w(nO)Munow + Mu*[ur-i—no]w _ Mu[no+w1]w+

avec l(u) =i —1, et on compléte avec le mot w.

La variance permet d’obtenir une maniére récursive de calculer le moule de la correction en mon-

trant que la variance du moule de la correction vérifie (voir [34, Proposition 3.1, p.270]) :

Proposition 17. Le moule de la correction Carr® est calculable par récurrence par :

var;(Carr®)" = Z Carr®™cCarr® — Z Carr®™cCarrP,

angbc=n abngc=n

ot la lettre ng est en position i du mot n avec les conditions Carr® = 0, Carr™ = 0 si w(n) # 0 et

Carr™ =1 siw(n) =0 avec {(n) = 1.

21.3 Démonstration du Lemme 34

1) En utilisant cette définition :



Annexes : Résultats techniques sur le moule de la correction

comme I? = M? =0, on a Carr? = 0.

2) Soit n = nq - - -n, un mot non résonant de longueur r, alors on a :
I® — Carr® = ((Io o M.)o T)n,
si n est une lettre i.e /(n) =1, on a :

I — Carr™® = ((I. _ M.)o l)n
— (Io o Mo)||n||(Io - M.)n,

ou Ml = pm =g et 1 = [0l = 1 Aoty Carr™ = 0.

Si la longueur du mot n est supérieure ou égale a 2 :

Il’l . Car,rl'l — ((I. _ M.)O r)n

I o
<

.) o (I. _ M.)O T)n
*)o (I* — Carr®))"
(1* — M) lwsll--llwkli 7o — Carr®ywr .. (1% — Carr®)@*.

Il
—~~
—~
~
L]
[

Par récurrence, on va supposer que le résultat est vérifié en longueur r—1. Comme n est non résonnant,
parmi toutes les décompositions en k mots de n il existe au moins un sous-mot qui est non résonant
dans chaque somme, on note n; ce mot. Alors par récurrence, I — Carr®™i = 0 if {(w;) > 2.

Si ce sous-mot w; est une lettre, on s’intéresse au terme (I* — M®)lwill-=lwil-lwell - car n est non
résonant et || wy || -+ || w; || -+ || wg || aussi, Aot Mlwil-lwill-lwel = ¢ par définition d’une forme

prénormale, de plus £(n) > 2, Tlwl-llwsl-llwll = o,

3) On démontre ce résultat par récurrence sur la longueur. Si /(n) = 2, n = n; - na. Si ny est ré-

sonant, n est résonant, ny I'est aussi. On a donc :

Carr® = —(I”“” — C’arr”"”)([“ — Carr™) (212)
—(I”nllllln?” — CarTHTLl”HnQ”)(Inl — Ca/)"frnl)(_[n2 — CCLTT‘n2). )
Comme Pl — Carrl®l =1 -1 =0 et I™ — Carr™ =0, on a Carr™ = 0 si £(n) = 2. Maintenant
supposons le résultat vérifié en longueur r» — 1. Considérons n = nq - ... - n, tel que la lettre n; est
résonante. Etudions 'égalité suivante :
™ —Carr™ = [(I*—M*)° ",
=YY (@ = Ml (e Carpty (10— Carrtyer. 21D

1<k<r wi-...wr=n

Il existe un entier [ tel que n; apparait dans la décomposition d’'un mot w; pour 1 <1 < k.

Soit ¢(w;) = 1, alors w; = nj et [ — Carr™ =1 —1 = 0, sinon ¢(w;) > 2, donc par hypothese de
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21.4 Démonstration du Lemme 35

récurrence Carrt =0 et I"" = 0 par définition donc Carr™ = 0.

21.4 Démonstration du Lemme 35

1) Soit n une lettre résonante, i.e w(n) = 0. Par définition,
I"—Carr™ =1" - M",

donc Carr™ = M™, ou M*® est le moule d’une forme prénormale. On peut prendre par exemple le moule
Tram?® défini par exemple dans [21, p.381, 382], qui est le moule de la forme normale de Poincaré-

Dulac. Alors Carr™ = Tram™ = 1.

2) Si w(ning) = 0, on a w(ny;) = —w(n2) comme w est un morphisme. En utilisant la formule de

la variance on a :

w(n1)Carr™ ™ + Carr™*™ = Carr™ Carr™ + Carr™™ Carr”

=0
car Carr™ = Carr™ = Carr? = 0 puisque w(n;) # 0. Finalement :
. -1
Carr™™ = ——,
w(ny)

On peut aussi démontrer ce résultat avec 'autre définition du moule de la correction :

nino

—~

™ — Carr™™ = ( I°— M')OQ)

—~

I®* — M®)o (I®* — Carr®))™™?

(
(Io N Mo)||n1~n2||(lo o Ca?“?’“)nl.nQ—f—

+ (Io _ M.)”an||n2”(I. _ C’arr')nl (Io _ C’arr')"z.
On utilise encore le moule Tram® . En longueur 2, on a Carr™ ™ = Tram™ ™ = % Comme
w(ny) = —w(ngy), on obtient :
Carr™™ = 1 .
w(n1)
Les résultats sont égaux a un signe -1 preés. La raison est que dans [33] et [34], les crochets de Lie
emboités sont sous la forme [By,,...n,] = [Bn,, [Bn,_1; [--/[Bnys Bny]--]] alors que dans [24] et [21] ils sont
dans lautre sens : [Bp,..n.| = [+ [Bnys Bnal, -+ |, Bn,_1], Bn,]. Et on a la relation :
[Bn,s [ B, 15 [+ [Bngs Bny] -] = (_1)T+1[Bn173n2]7 ++], Bn, ], Bn,].

3) On remarque qu’en longueur 3, il n’existe pas de sous-mot résonant sinon il existerait une lettre

résonante et la correction est alors réduite a 0 par le Lemme précédent.
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Annexes : Résultats techniques sur le moule de la correction

En utilisant la formule de la variance, on a :

w(ny)Carr™m2ms 4 Carr(m+n2)ns = Carr™3Carr

21.4
+Carrm 2 Carr® + Carr™ Carr™2ms, ( )

On suppose w(ny) # 0 # w(n2-n3) et on remarque que nj - n3 est non résonant sinon ng le serait aussi

et la correction serait nulle. On a donc :

1
w(n1)(w(ny) +w(ng))’

ni-nz-n3 _

Carr

Comme en longueur, on utilise le moule Tram® pour obtenir une expression explicite :

n1-n2-N3 ni-non3 __ . e\o 31123
I — Carr =((I*—=Tram®)

n1-n2-n3

= ( I* — Tram®)° 4)
= (I* —Tram®) o (I®* — Carr®)"m2ms

= —Trammmms

. . ni-ngm3g ni-ngm3g __ 1
Ainsi Carr = Tram I CEZ )R

21.5 Démonstration du Théoréme 21

Pour tout £ =1,...,2p, on a en utilisant le Théoreme de projection :
1 n
Carrgpr(X) = o Z Carr®[By),
" neA(X)*

| =2 )=
p(n)
= > Carr®ay)z (P(n)zd; + Q(n)yd,),

neA(X)* (21.5)
. p(n)=2p, {(n)=k
= H(gsy)p Z Carr™(P(n)x0, + Q(n)ydy).
neA(X)*
p(n)=2p, £(n)=k
Par définition de Cagy, 1 (X) on obtient ;

1 .

Carryy i (X) = H(:L‘y)p {Cagp,k(X)xc'?z + Cangg(X)y@y] . (21.6)

21.6 Démonstration du Lemme 47

Soient By, = Byt p2y = 2™y (pp28y + 4nydy) €t B = Bt 2y = 2™ y™ (pm@y + qmydy).

Alors le crochet de Lie de B,, avec B,,, est :

[Bnm] = [Bna Bm] = $n1+m1yn2+m2 (Pn,mxa:c + Qn,myay)a
= x|nm\1y\nm|2 (Pn,mxax + Qn,myay)
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21.6 Démonstration du Lemme 47

ou P, m et Qn m sont des polynomes en les coefficients de B, et B,,, précisément :

Pn,m = (ml - nl)pnpm + m2anm - n2anma

Qn,m = (m2 - nQ)Qan + mlanm - nl‘Inpm-

On démontre facilement par récurrence que tous les crochets de Lie en n’importe quelle longueur sont

de la forme ci-dessus.
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